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Rozdziatl 1

PROSERWY 2010

== oboz informatyczno - matematyczny

Wstep

Drogi Czytelniku!

Oddajemy Ci do rak ksiazke ktéra jest zbiorem zadan, rozwiazan i wyktadéw z tegorocznego
obozu organizowanego przez I Liceum Ogoblnoksztalcace w Bialymstoku oraz Podlaskie Stowa-
rzyszenie na Rzecz Uzdolnionych. Tresci zadan z tej ksiazki znajduja sie réwniez w serwisie
http://main.edu.pl/, na tej stronie mozna tez sprawdzi¢ poprawnos$é¢ swojego rozwiazania w wa-
runkach zblizonych do obozowych. Na wstepie chcieliby$my podziekowaé za nieoceniong pomoc
nastepujacym osobom:

e Pani mgr Iwonie Bujnowskiej i Panu mgr Ireneuszowi Bujnowskiemu za organizacje obozu

i wszechstronne wsparcie,

e Pani Joannie Bujnowskiej za autorstwo czesci zadan,
e Panu prof. dr hab. Krzysztofowi Diksowi za wsparcie merytoryczne,
e Panu Adamowi Iwaniukowi za opracowanie czegsci zadan,

e Panu Joachimowi Jelisiejewowi za redakcje, korekte, obstuge skryptéw w LaTeX-u, obstuge
sprawdzarki obozowej oraz autorstwo czesci zadan,

e Panu Tadeuszowi Kuranowi za umozliwienie kolejnego wydania tej ksigzki.

e Pani mgr Annie Opalinskiej, polonistce w I Liceum Ogdlnoksztalcacym, za korekte btedéw
jezykowych i stylistycznych,

e Panu mgr Jakubowi Radoszewskiemu za udostepnienie serwisu http://main.edu.pl/ i po-
mocne rady.

Pierwszy oboz zostal zorganizowany we wrzesniu 2008 z inicjatywy Ireneusza Bujnowskiego
i Iwony Bujnowskiej. Od poczatku przybral on forme tygodniowego wyjazdu, na ktérym uczest-
nicy rozwiazuja zadania matematyczne i informatyczne wzorowane na zadaniach z licealnych
olimpiad przedmiotowych. Tegoroczny obdz, organizowany w dniach 19 - 25 wrzesnia w osrodku
wypoczynkowym PROserwy w Serwach koto Augustowa, zgromadzil ponad stu uczestnikéw.

Obobz ma profil typowo naukowy — rankami uczestnicy mierza sie z zadaniami, popotudniu, po
krotkiej przerwie na obiad i zajecia sportowe, przeprowadzane sa omdéwienia zadan oraz liczne
wyktady. Rozklad dnia jest do$¢ napiety, czas wolny obozowiczow to jedynie podzny wieczor.
Zadania, warsztaty i wyklady maja bardzo zréznicowany poziom — najtatwiejsze dostosowane
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sg do oséb dopiero zaczynajacych nauke pozaszkolng, najtrudniejsze nastawione sg na osoby
uczestniczgce w olimpiadach: obecnych oraz przysztych finalistow i laureatow.
Tradycyjnie kadre naukowa obozu stanowia byli olimpijczycy — absolwenci I LO w Bialym-
stoku, studenci Uniwersytetu Warszawskiego. Obdz nie jest zamknigty dla oséb z zewnatrz
— uczestnikami sg réwniez uczniowie wielu licedéw z calej Polski.
We wrzesniu 2011 planujemy zorganizowacé kolejny, czwarty juz, ob6z, na ktoéry serdecznie za-
praszamy. Informacje na temat tego i innych obozéw mozna znalezé na stronie http: //proserwy.ilo.pl.
Dowolne uwagi prosimy przesyla¢ na adres mailowy: jacek_tomas@o2.pl.

Autorzy.
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Rozdzial 2

Z.adania

"ROSERWY 2010

== 0b6z informatyczno - matematyczny

2.1 Dzien prébny

Zadanie: Dodawanie

Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé: 32 MB

Dzieni 0, 19.09.2010

Dodawanie

Y.ukasz nie umie dodawaé. Napisz program, ktory dodaje dwie liczby catkowite a i b.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduja sie dwie liczb catkowite a,b (1 <

a,b < 1000).

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna si¢ znajdowac jedna liczba catkowita, rowna

sumie dwdch liczb a 1 b.

Przyktad

dla danych wejéciowych:
12
poprawnym wynikiem jest:

3
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2.2. DZIEN PIERWSZY ROZDZIAL 2. ZADANIA

2.2 Dazien pierwszy

Zadanie: Koszykarz Autor zadania: Joanna Bujnowska

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Koszykarz

Kozik pragnie zosta¢ koszykarzem. Po rozmowie z trenerem okazalo sie, ze jest za niski.
Kozik jest jednak tak zdeterminowany, ze chce spelni¢ wymagania trenera, nawet jesli okazaloby
sie to oszustwem. Wpadl wiec na genialny pomyst robienia sobie guzéow na glowie, az osiagnie
wymagany wzrost. Zauwazyl, ze przy kazdym uderzeniu guz sie powiecksza o m cm. Kozik
zastanawia sig, ile minimalnie razy bedzie musial si¢ uderzy¢.

Wejscie

W pierwszej linii wejécia znajduja sie 3 liczby catkowite: k,w,m (1 < k < 200,1 < w,m <
10%), oznaczajace odpowiednio wysoko$é¢ Kozika, wymagang przez trenera wysoko$é oraz wartosé
powigkszania sie guza po kazdym uderzeniu.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowitg rowna minimalnej

liczbie uderzen, ktore musi wykonaé Kozik.

Przyktad

dla danych wejsciowych:
180 202 10
poprawnym wynikiem jest:

3
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.2. DZIEN PIERWSZY

Zadanie: Odchudzanie Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Odchudzanie

Kozik postanowil si¢ odchudzié. Jest po n dniach diety i intensywnego treningu, jednak
waga nie spadala mu réwnomiernie, a czasem nawet (ku zdziwieniu Kozika) zwigkszala sie.

Kozik codziennie zapisywal swoja wage i teraz chce sie pochwali¢ kolegom, wiec wybierze
taki fragment swojego dzienniczka, w ktorym schudl najbardziej. Znajdz ten fragment i policz,
ile w nim schud! (czyli oblicz maksymalny spadek wagi Kozika)

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 10%). W drugim
wierszu wejscia znajduje sie n liczb catkowitych wy oznaczajacych wage Kozika w k - tym dniu
diety (1 < wy < 10%).
Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna znalez¢ si¢ jedna liczba catkowita, ozna-
czajaca maksymalny spadek wagi Kozika.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

5
67542

poprawnym wynikiem jest:

5
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2.2. DZIEN PIERWSZY ROZDZIAL 2. ZADANIA

Zadanie: Wezyk Autor zadania: Blazej Osinski

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Wezyk

Ulubiona zabawa Stasia jest gra w ”wezyka”. Polega ona na tym, ze najpierw wybiera sobie
jedna liczbe calkowita n, a nastepnie zaczyna na kartce zapisywaé kolejne liczby naturalne.
Chlopiec zapisuje tacznie n wierszy, w kazdym z nich po n liczb.

W pierwszym wierszu Stas wypisuje liczby od 1 do n od lewej do prawej. Drugi wiersz
wypelnia jednak od prawej do lewej liczbami od n 4+ 1 do 2n. I tak dalej: wiersze o numerach
nieparzystych wypelnia od lewej do prawej, a te o numerach parzystych — od prawej do lewej.

Twoim zadaniem jest napisanie programu, ktéry bedzie automatycznie gralt w ,,wezyka”.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu wejscia znajduje si¢ jedna liczba naturalna n (1 < n < 100).
Wyjscie

Na wyjscie nalezy wypisaé¢ n wierszy, w kazdym z nich po n liczb naturalnych. Razem ma

zostaé wypisanych n? liczb: wszystkie liczby naturalne od 1 do n? . W kazdym wierszu wypisane
liczby powinny byé¢ pooddzielane pojedynczymi odstepami.

Przyktad

dla danych wejéciowych:
6
poprawnym wynikiem jest:

123456

12 11 10 9 8 7
13 14 15 16 17 18
24 23 22 21 20 19
25 26 27 28 29 30
36 35 34 33 32 31
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.2. DZIEN PIERWSZY

Zadanie: Znak dzialania Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Znak dzialania

Napisz program, ktéry wezyta dwie liczby catkowite a i b, a nastepnie wstawi znak dzialania
'+’, 7= albo " miedzy nimi, w taki sposéb, aby wynik dzialania byl jak najwickszy. Jezeli
mozna uzyskaé¢ najwiekszy wynik za pomoca wiecej niz jednego dzialania, wypisujemy stowo
'NIE’.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu wejécia znajduja sie dwie liczby catkowite a i b (—10* <
a,b < 10%).

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia zapis dzialania zgodnie z przykladem lub stowo
'NIE’ (wszystkie liczby ujemne nalezy zapisywaé¢ w nawiasie).

Przyktad

dla danych wejéciowych:

6 -5

poprawnym wynikiem jest:

6-(-5)=11
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2.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 2. ZADANIA

2.3 Dzien drugi

Zadanie: Monety Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Monety

Bajtek posiada n monet. Kazda z monet jest o nominale 1 Bajtalara i posiada dwie strony:
awers i rewers. Bajtek ma rozlozone monety na stole i zastanawia sie ile minimalnie monet
musi przewréci¢ na druga strone, aby wszystkie monety lezaly na awersie lub wszystkie lezaty
na rewersie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 109), oznaczajaca liczbe
monet Bajtka. Kolejny wiersz zawiera cigg n liczb catkowitych ai,aq,...,a, , gdzie a; oznacza
opis i-tej monety, 0 — jesli moneta lezy na awersie, 1 — jesli moneta lezy na rewersie.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowitg réwna minimalnej
liczbie monet, jakie Bajtek powinien obrocié na druga strone.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

6
101110

poprawnym wynikiem jest:

2
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.3. DZIEN DRUGI

Zadanie: Permutacje Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010
Permutacje

Bajtek napisal na kartce n liczb. Zastanawia sie teraz, czy sg one permutacja liczb od 1 do
n, czyli czy kazda z liczb 1,2, 3...,n — 1, n, wystepuje doktadnie jeden raz w tym ciggu.
Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejécia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 10°),
oznaczajaca iloé¢ liczb jakie wypisal Bajtek. Kolejny wiersz zawiera ciag n liczb calkowitych
ai,as, ...an (1 < a; <107), gdzie a; oznacza i-ta liczbe w ciggu Bajtka.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjécia powinien zawiera¢ stowo 'TAK’, jesli ciag Bajtka jest per-
mutacjg liczb od 1 do n, lub slowo 'NIE’, jesli ciag Bajtka nie jest permutacja liczb od 1 do n.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

5
14325

poprawnym wynikiem jest:

TAK

17



2.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 2. ZADANIA

Zadanie: Tasma Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010
I d

Tasma

Jas znalazt w domu dluga tasme. Bez chwili namystu napisal na tasmie pewien ciag liczb
catkowitych. Teraz chciatby przeciaé¢ tasme w pewnym miejscu tak, aby réznica pomiedzy suma
liczb na jednym kawatku a suma liczb na drugim kawatku byta jak najblizsza zeru. Chcieliby$my
zna¢ wartos¢ bezwzgledna z owej réznicy.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera jedna liczbe catkowita n (2 < n < 109), oznaczajaca iloéé
liczb wypisanych na tagmie. Drugi wiersz zawiera n liczb catkowitych a; (—10% < a; < 103),
oznaczajacych kolejne liczby wypisane na tasmie.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowita réwna minimalnej

wartosci bezwzglednej réznicy pomiedzy dwoma kawaltkami.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

6
123456

poprawnym wynikiem jest:

1
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.3. DZIEN DRUGI

Zadanie: Pole Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Pole

Napisz program, ktéry majac dane wspéirzedne dwdch prostokatéw, ktérych boki sa réwno-
legte do osi wspdirzednych, policzy pole czeéci wspdlnej tych prostokatéw.
Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduja sie 4 liczby calkowite: x1,y1, 22,2, oznaczajace
odpowiednio wspolrzedng x — owa i y — owa lewego gbérnego rogu i wspdirzedng x —owa i y —
owg prawego dolnego rogu pierwszego prostokata.

W drugim wierszu wejécia znajduja sie 4 liczby catkowite: x3,ys, x4, y4, oznaczajace odpo-
wiednio wspolrzedng x — owa i y — owa lewego gdérnego rogu i wspotrzedng x — owa i y — owg

prawego dolnego rogu drugiego prostokata.
Wszystkie wspotrzedne sa nie mniejsze niz 0 i nie wigksze niz 1000000.

Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé jedna licze catkowita réwna wartosci
pola czeéci wspdlnej dwoch prostokatow.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

0340
2461

poprawnym wynikiem jest:

4
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2.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 2. ZADANIA

2.4 Dzien trzeci

Zadanie: Wykres§lanka Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Wykreslanka

Jasio wypisal ciag n liczb catkowitych. Ciagiem dobrym nazwiemy ciag kolejnych liczb na-
turalnych 1,2, 3, ... itd. Jasio chcialby wykresli¢ jak najmniej liczb w taki sposéb, aby pozostale
liczby utworzyly dobry ciag. Jesli Jasio nie moze utworzy¢ zadnego dobrego ciagu, to powinien
wykresli¢ wszystkie liczby.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 10%), oznaczajaca ilogé
liczb w ciggu Jasia. Kolejny wiersz zawiera ciag n liczb catkowitych ay, as, ..., a, (1 < a; < 107),
oznaczajacych kolejne wartosci liczb w ciagu Jasia.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowitag réwna minimalnej

ilodci liczb, ktére powinien wykresli¢ Jas.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

7
2132534

poprawnym wynikiem jest:

3
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.4. DZIEN TRZECI

Zadanie: Pileczka Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Piteczka

Asia dostala na urodziny magiczng pileczke. Pileczka ta, spadajac z pewnej wysokoéci,
odbija sie na wysoko$é dwa razy wieksza. Asia zrzucila piteczke z balkonu z pewnej wysokosci
x. Zastanawia sie teraz, po ilu odbiciach piteczka znajdzie sie na wysokosci w.

Wejscie

W pierwszej linii wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita z (1 < z < 10°), oznaczajaca
liczbe zestawow danych. Dla kazdego zestawu danych w nowym wierszu znajduja sie dwie liczby
catkowite z i w (1 < x < 10,0 < w < 10%).

Wyjscie

Dla kazdego zestawu danych w z kolejnych wierszach powinna znalezé sie jedna liczba cal-

kowita rowna liczbie odbié, po ktérych piteczka znajdzie sie na wysokosci w.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

2
3 4
26

poprawnym wynikiem jest:

1
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2.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 2. ZADANIA

Zadanie: Balwanek Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010
Batlwanek

Pewnej mroznej zimy Kasia i Asia pojechaly do parku. Jak to w zimie, park jest pelen
$niegu, a dokladniej znajduje sie w nim x litrow $niegu. Gdy Asia rozmawiala przez telefon,
Kasia postanowita ulepi¢ balwana. Zanim Asia skonczyla rozmawiaé¢ Kasia ulepila juz jedna
kule z k litréow $niegu.

Asia chce, aby batwan byl zbudowany z 3 kul $niegowych i dodatkowo kula lezaca na innej
kuli musi byé 2 razy mniejsza. Asia nie moze juz powiekszaé¢ ani pomniejszaé kuli zrobionej
przez Kasie i musi ja wykorzystaé, gdyz Kasia moglaby sie pogniewacé.

Dziewczynki chce zbudowaé jak najwickszego balwana. Teraz zastanawiaja sie, z ilu milili-
tréw éniegu moze byé¢ zbudowany ich batwan.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejécia znajduja sie dwie liczby caltkowite x,k (1 < o < 1051 <
k < 10°,k < ), oznaczajace odpowiednio ilogé litréw éniegu w parku oraz z ilu litréw $niegu
zbudowana jest jedna z kul $nieznych balwana.
Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjs$cia powinna znajdowac sie jedna liczb catkowita, réwna
maksymalnej objetosci balwana (wynik podaj w mililitrach).

Przyktad

dla danych wejsciowych:
10 2

poprawnym wynikiem jest:

7000
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.4. DZIEN TRZECI

Zadanie: Manipulacja rankingu Autor zadania: Joachim Jelisiejew

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Manipulacja rankingu

Dyméwka wilamal sie do obozowej sprawdzarki i moze teraz manipulowaé¢ rankingiem. Kon-
kretniej méwiac, moze on ustawi¢ wage kazdego zadania. Sumaryczna liczba punktéw jest
obliczana jako:

E waga zadania * liczba punktow za zadanie

dla kazdego zadania

Zadania na obozie sg oceniane binarnie: rozwiazanie otrzymuje 0 lub 100 punktéw. Waga
zadania moze by¢ ustawiona na dowolng liczbe catkowita z przedziatu [0, 2000]. Dymoéwka
niestety nie umie wyliczy¢, na ile optaca mu sie zmiana wag. Poméz mu w tym.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduja sie dwie liczby catkowite n,m (1 < n,m < 1000),
oznaczajace odpowiednio liczbe uczestnikéw obozu oraz liczbe zadan na obozie. W nastepnych
n linijkach wyniki kolejnych uczestnikéw: w kazdej linijce m liczb (kazda réwna 0 lub 100), ozna-
czajace wyniki uczestnika w kolejnych zadaniach. Wynik Dymowki jest podany jako pierwszy.
Wyjscie

W jedynej linijce wypisz dwie liczby: pierwsza oznaczajaca najlepsza pozycje w rankingu,

jaka moze zdoby¢ manipulacja Dymoéwka, oraz druga, oznaczajaca minimalna liczbe oséb, z kté-
rymi bedzie on ex aequo na tej najlepszej pozycji. Pozycje w rankingu liczone sg od 1.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

31
100
0
0

poprawnym wynikiem jest:

11
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2.5. DZIEN CZWARTY ROZDZIAL 2. ZADANIA

2.5 Dzien czwarty

Zadanie: Pinezki Autor zadania: Joanna Bujnowska
Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010
Pinezki

Jas wraca do domu, jednak na moscie ktos roztozyl w linii prostej pinezki. Most jest tak
waski, ze nie mozna przejé¢ obok — pinezki trzeba przeskoczy¢. Pinezki nie sg roztozone wszystkie
obok siebie, czasami znajduja sie miejsca, na ktérych mozna stanad.

Most ztozony jest z n desek i na kazdej z nich moze znajdowac sie pinezka. Na deskach bez
pinezek Ja$ moze stawaé, a na tych z pinezkami juz nie. Chcielibyémy wiedzieé, jak duzy skok
musi posiada¢ Jas, aby mogt przejéé na druga strone mostu. Diugosé skoku to liczb desek, ktére
moze przeskoczyé¢ Jas.

Wejscie

W pierwszej linii wejécia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 10°), oznaczajaca
liczbe desek, z ktérych zbudowany jest most. W kolejnym wierszu znajduje sie n liczb catkowi-
tych aq,as, ..., an, gdzie a; oznacza opis i-tej deski: 0 — jesli na desce nie ma pinezki, 1 — jesli na
desce jest pinezka.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjécia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowita réwna dlugosci
skoku Jasia, jaki musi posiada¢, aby przedostaé si¢ na druga stron¢ mostu.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

7
060101111

poprawnym wynikiem jest:

4
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.5. DZIEN CZWARTY

Zadanie: Szachy Autor zadania: Bartosz Nowierski (Wiosenny Turniej Programistyczny)

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Szachy

Tatu$ matego Paweltka jest znanym na Swiecie arcymistrzem szachowym i bardzo chcialby,
zeby jego synek podazyt jego §ladami. Dlatego zaczat go juz uczy¢ gra¢ w szachy, mimo mtodego
wieku chtopca. Niestety Pawetkowi kiepsko idzie nauka, najwyrazniej nie ma do tego smykaltki.

Przez pierwsze 3 dni uczyl sie ruchéw pionka, nastepne 8 — ruchdéw skoczka, a teraz uczy sie
ruchéw wiezy, z ktéra radzi sobie duzo lepiej i szacuje sie, ze po drugim dniu opanuje w pelni jej
mozliwoéci. W kazdym razie po pierwszym dniu Pawelek umie juz poruszaé si¢ nia w poziomie.

Chtopiec jeszcze nie wie, jaka lekcja go czeka nastepnego dnia, wiec jest Swiecie przekonany,
ze wieze mozna przesunaé na dowolne pole w tym samym wierszu i na zadne inne.

Pawelek wymy$lil wlasna zabawe — narysowal szachownice (niekoniecznie o wymiarach 8x8,
ale kwadratowa) i powypisywal na jej polach rézne liczby, po jednej na kazdym polu. Nastepnie
zaczal stawiaé na polach wieze tak, aby suma liczb na polach zajetych przez nie byta mozliwie jak
najwieksza. Chlopiec moze postawi¢ dowolna liczbe wiez. Gdy nie postawi ani jednej, przyjmuje
sie, ze suma jest réwna O. Zeby zabawa nie byla zbyt prosta, trzyma sie reguly, ze zadne dwie
wieze nie moga sta¢ na jednym polu, ani wzajemnie siebie atakowaé¢ (wedlug jego aktualnego
stanu wiedzy o szachach).

Majac dana wielkos¢ szachownicy oraz liczby jakie Pawelek powpisywal w pola szachownicy,
podaj jaka najwicksza sume moze uzyskaé, stawiajac wieze zgodnie z podanymi regutami.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 200), méwiaca
jaka jest wysoko$c¢ i szeroko$¢ szachownicy. W kolejnych n wierszach opisu przedstawiona jest
zawartos¢ pol w kolejnych wierszach szachownicy. Tak wiec w wierszu i-tym (sposéréd tych n)
znajduje sie n liczb catkowitych (z przedzialu od —1000000 do 1000000), bedacych wartosciami
zapisanymi w kolejnych polach i-tego wiersza szachownicy.
Wyjscie

Nalezy wypisac jedng liczbe catkowita — maksymalna sume, jaka chlopiec moze uzyskac.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

i i = OV
N NN
w w w

poprawnym wynikiem jest:

9
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2.5. DZIEN CZWARTY ROZDZIAL 2. ZADANIA

Zadanie: Kratki Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Kratki

Jas ma wiele czystych bialych kartek papieru. Kartki maja rézne wielkosci. Jas postanowil
przerobi¢ pewna biala kartke na kartke w kratke — czyli chciatby dorysowaé pewng liczbe pio-
nowych kresek i pewna liczbe poziomych kresek (réwnoleglych do bokéw kartki), ktére podziela
kartke na mate prostokaty.

Ja$ musi jednak zachowaé¢ odstep d milimetréw pomiedzy kolejnymi liniami, za$ odlegtosé
linii od dowolnego boku musi wynosi¢ co najmniej 1 milimetr. Jas chciatby wybraé¢ taka kartke,
ktéra bedzie mogl podzieli¢ na jak najwieksza liczbe prostokatéw (prostokaty utworzone pomie-
dzy pierwsza linia a bokiem kartki réwniez liczymy). Ze wszystkich kartek, ktére bedzie mégt
podzieli¢ na taka sama liczbe prostokatéw, chciatby wybraé kartke o najwiekszej powierzchni.
Znajdz ta powierzchnie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera dwie liczby catkowite n,d (1 < n < 1051 < d < 100), ozna-
czajace odpowiednio liczbe biatych kartek Jasia oraz minimalny odstep pomiedzy liniami. Na-
stepnych n wierszy zawiera opisy kolejnych kartek papieru. Kazdy z wierszy sklada sie z dwoch
liczb catkowitych a;,b; (2 < a;,b; < 10%), oznaczajacych odpowiednio diugoéé i szeroko$é i-tej
kartki.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe oznaczajaca powierzchnie
kartki, ktéra powinien wybraé¢ Jas.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

w NN
o 01N

poprawnym wynikiem jest:

18
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.5. DZIEN CZWARTY

Zadanie: Patyki Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Patyki

Bajtu$ znalazt w lesie 3 patyki. Teraz chcialby wiedzieé, czy moze z nich zbudowaé tréjkat
prostokatny lub réwnoboczny. Bajtu$ nie moze tamaé patykéw, moze je wykorzystaé tylko
w catosci.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera trzy liczby catkowite a,b, ¢ (1 < a,b,c < 1000), oznaczajace

odpowiednio dlugo$é¢ pierwszego, drugiego i trzeciego patyka.
Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjs$cia powinien zawiera¢ jedna liczbe: 0 — jesli Bajtus nie moze

zbudowaé ani tréjkata prostokatnego, ani rownobocznego, 1 — jesli Bajtu$ moze zbudowaé tylko
trojkat prostokatny, 2 — jesli Bajtus moze zbudowaé tylko tréjkat rownoboczny.

Przyktad

dla danych wejéciowych:
345

poprawnym wynikiem jest:

1
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2.6. DZIEN PIATY ROZDZIAL 2. ZADANIA

2.6 Dzien pigty

Zadanie: Grusze i jablonie Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Grusze i jablonie

W pewnym sadzie rosna grusze i jabtonie, wszystkie w linii prostej, oddalone co 1 metr
od siebie. Wladciciel sadu, Pan Wiktor, chciatby znalezé grusze najbardziej oddalona od jabtoni.
Pomoéz mu znalezé te drzewa i podaj odleglo$é¢ pomiedzy nimi.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera jedna liczbe catkowita n (2 < n < 109), oznaczajaca liczbe
drzew w sadzie. Kolejny wiersz zawiera ciag n liczb catkowitych ay, aq,...a, , gdzie a; oznacza
rodzaj i-tego drzewa: 0 — oznacza grusze, 1 — oznacza jabton. Mozna zalozy¢, ze w sadzie rosnie
co najmniej jedna grusza i co najmniej jedna jabton.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjsScia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowita, rowna maksy-

malnej odlegloéci pomiedzy grusza a jabtonia.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

5
01100

poprawnym wynikiem jest:

3
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.6. DZIEN PIATY

Zadanie: Farby Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Farby

W ILO zaczely sie generalne porzadki. Pani dyrektor postanowila, ze pan konserwator Jarek
powinien odswiezy¢ sale na parterze i pomalowac je na jej ulubione kolory.

Na parterze mamy 6 réznych sal. Pani dyrektor chcialaby, aby pierwsza sala zostala poma-
lowana na zo6tto, druga na zielono, trzecia na niebiesko, czwarta na fioletowo, piata na czerwono,
a ostatnia na pomaranczowo.

Pan Jarek przypomnial sobie, ze ze starych zapasow posiada pewng iloé¢ farby czerwonej,
zoltej oraz niebieskiej. Ku zadowoleniu pani dyrektor stwierdzil, ze trzy kolory wystarcza mu na
spelnienie proéby dyrekcji, poniewaz ze szkoly podstawowej pamietal, ze aby otrzymac kolor zie-
lony, wystarczy zmiesza¢ w tych samych ilodciach farbe z6tta z niebieska, analogicznie fioletowa
powstanie z farby niebieskiej i czerwonej, a pomaranczowa z farby zoltej oraz czerwone;j.

Pan Jarek chcialby wiedzieé, ile farby kazdego rodzaju (czerwonej, z6ttej i niebieskiej) musi
dokupié¢, aby moc wymalowaé wszystkie sale.

Wejscie

W pierwszym wierszu podane sg trzy liczby catkowite dodatnie ¢ , z oraz n pooddzielane
pojedynczymi spacjami: iloéé farby czerwonej (0 < ¢ < 10%), ilogé farby zéttej (0 < z < 107),
oraz iloéé farby niebieskiej (0 < n < 10?), ktéra posiada Pan Jarek. W kolejnych 6 wierszach

podane sg liczby catkowite dodatnie 0 < p; < 1000, wyrazajace ilos¢ litréw farby potrzebnych
na wymalowanie poszczegdlnych sal.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisaé trzy liczby, oznaczajace odpowiednio iloéé¢ farby czerwonej,
zottej, oraz niebieskiej, ktora trzeba dokupié, aby méc wymalowaé wszystkie sale.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

20 10 8
10

00 W W O

poprawnym wynikiem jest:

06 0.5
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2.6. DZIEN PIATY ROZDZIAL 2. ZADANIA

Zadanie: Silownia Autor zadania: Robert Kozikowski
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010
Silownia

Adrian stwierdzil, ze ma watla klate i okragly brzuszek. Z tego powodu postanowil po-
éwiczyé klate. Wyznaczyl sobie, ze do konca roku uda mu si¢ wycisnaé n, (1 < n < 109)
mikrograméw. Adrian pracuje w dwoéch réznych browarach, w ktérych produkowane sa piwa
(oczywiscie bezalkoholowe). W jednym produkowane sg piwa o wadze a mikrograméw, a w dru-
gim piwa o wadze b mikrograméw, (1 < a,b < n). Adrian postanowil wyciska¢ piwa na klate.
Adrian zaczyna od najmniejszego mozliwego ciezaru i idzie stopniowo w gére, idac zawsze do
pierwszego wiekszego cigzaru. Zastanawia sie teraz, ile réznych cigzaréw uda mu sie wycisnaé
zanim osiagnie ciezar maksymalny. Adrian nie moze przenosi¢ piw z jednego browaru do dru-
giego. W kazdym browarze wystarczy mu piw na osiagniecie celu.

Wejscie
W pierwszej i jedynej linii wejscia znajduja sie trzy liczby catkowite: a,b,n, bedace odpo-

wiednio waga piw w pierwszym browarze, waga piw w drugim browarze oraz ciezaru docelowego
Adriana.

Wyjscie

W pierwszej linii wyjscia powinna znalez¢ sie jedna liczba catkowita, bedaca liczba réznych
ciezaréow, ktore wycisnie Adrian.

Przyktad

dla danych wejsciowych:
57 15

poprawnym wynikiem jest:

5
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ROZDZIAL 2. ZADANIA 2.6. DZIEN PIATY

Zadanie: Dziewczynki Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010
Dziewczynki

Chtopcy i dziewczynki ustawili sie w szereg, osoba tuz obok osoby. Zastanawiamy sie¢ teraz,
ilu minimalnie chtopcow musi usunaé sie z szeregu, aby pod rzad stato k dziewczynek, jedna tuz
obok drugiej i pomiedzy nimi wszystkimi nie stal zaden chlopiec.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera dwie liczby catkowite n,k (1 < k < n <
109), oznaczajace odpowiednio liczbe os6b ustawionych w szeregu oraz liczbe dziewczynek, jakie
chcemy, aby staly pod rzad . Kolejny wiersz wejscia zawiera n liczb catkowitych 0 lub 1,
oznaczajacych kolejne osoby ustawione w szeregu: 0 — oznacza dziewczynke, 1 — chlopca.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe calkowita,

oznaczajaca minimalng liczbe chlopcow, ktoérzy powinni usunaé sie z szeregu, lub jedno stowo
'NIE’, gdy nie da si¢ usunaé¢ chtopcow tak, aby & dziewczynek stato pod rzad.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

8 3
01101010

poprawnym wynikiem jest:

2
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3.1 Dzien prébny

Opracowanie: Dodawanie Autor opracowania: Adrian Jaskétka
Dostepna pamieé: 32 MB Dzieni 0, 19.09.2010
Dodawanie

Rozwigzanie wzorcowe

Trikiem bylo w tym zadaniu uzycie operatora dodawania, ktére dawato rozwigzanie o ztozo-
nosci O(1). Trzeba bylo by¢ ostroznym, aby nie uzy¢ 8-bitowych liczb catkowitych, gdyz wtedy
rozwigzanie padato dla duzych wartosci a i b.
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.2. DZIEN PIERWSZY

3.2 Dzien pierwszy

Opracowanie: Koszykarz Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Koszykarz

Rozwigzanie wzorcowe

Na poczatku obliczmy, ile Kozik musi urosnaé¢, odejmujac od wymaganego wzrostu wzrost
Kozika. Jedli wartosé ta nie jest dodatnia, to Kozik nie musi ani razu uderzaé¢ sie w glowe.
W przeciwnym wypadku wystarczy podzieli¢ warto$é, jaka Kozik musi jeszcze urosnaé, przez
warto$é, o jaka rosnie guz Kozika z kazdym uderzeniem (nalezy pamietaé, ze jesli reszta z dzie-

lenia nie wynosi zero, to nalezy do wyniku dodaé 1).

1||wezytaj(k, w, m)

2||if w > k then

3 wypisz((w — k +m — 1) / m)
4 || else

5 wypisz (0)
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3.2. DZIEN PIERWSZY ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Odchudzanie Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Odchudzanie

Rozwigzanie wolne

Najprostszym rozwiazaniem jest sprawdzenie kazdej pary fragmentu, w ktérej Kozik moze

rozpoczal i zakonczyé¢ swoj trening.

N OOt W N

(1)

wezytaj (n

wynik := 0
for i := 1 to n do
for j := i to n do
if t[j] — t[i] > wynik then
wynik = t[j] — t[i]

wypisz (wynik)

Takie rozwiazanie jest niestety zbyt wolne, gdyz dziata w zlozonoéci czasowej O(n?). Zlozonoéé
pamieciowa wynosi O(n).

Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze dla kazdego mozliwego konca fragmentu najlepszym poczatkiem bedzie maksy-

malna waga Kozika, ktéra wystepowata od poczatku treningu do aktualnego dnia (wtedy spadek
wagi bedzie wlasnie najwigkszy). Taka maksymalna wage mozemy latwo obliczaé, aktualizujac
nasze maksimum z kazdym nowym dniem.
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maksimum := 0

wynik := 0

for k := 1 to n do
wezytaj (x)
if x > maksimum then

maksimum := x
if maksimum — x > wynik then
wynik := maksimum — x

wypisz (wynik)

Rozwiazanie dziata w zlozonosci czasowej O(n). Zlozonosé pamigciowa wynosi O(1).

Rozwigzanie bledne

Rozwigzanie, ktére znajduje maksimum i minimum w calym ciggu i liczy ich réznice, jest

bledne. Prosty przyklad: Kozik pierwszego dnia wazyt 1, a drugiego 10 — maksymalny spadek
Kozika powinien wynosié¢ 0.
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.2. DZIEN PIERWSZY

Opracowanie: Wezyk Autor opracowania: Adam Iwaniuk

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Wezyk

Najprostsze najlepsze

Zauwazmy, ze zawsze musimy wypisa¢ n wierszy, a wiec najprosciej bedzie zaprojektowaé
jedna petle, ktora wykonuje n przejsé, w ktorych cos robi, oraz wypisuje znak nowej linii.

Teraz zastandéwmy sie, co ma sie¢ wykonywaé¢ wewnatrz tej petli. Musimy wypisa¢ n liczb
oddzielonych spacjami, a wiec najlepiej zrobi¢ to za pomoca petli, ktéora wykona n przejsé
i wypisze po jednej liczbie. Zauwazmy, ze ciag liczb jest albo ciagiem rosnacych liczb o jeden lub
malejacych o jeden, a wiec aby wypisaé¢ odpowiednie liczby, potrzebujemy wiedzie¢ dwie rzeczy:

1. Jaka jest liczba startowa?
2. Czy jest to ciag rosnacy czy malejacy?

Drugi punkt latwo mozemy rozwiazaé¢ sprawdzajac, czy numer wiersza (tzn. licznik naszej
gléwnej petli) jest liczba parzysta.

Natomiast co do pierwszego punktu mozemy wykonaé proste obserwacje. Rozbijmy to takze
na dwa przypadki: wiersze parzyste i nieparzyste. Niech x bedzie numerem wiersza (numero-
wanie rozpoczynamy od 1).

Latwo wymy$li¢ wzér na pierwsza liczbe w wierszach nieparzystych:

1 > 1
3 ->23%xn+ 1
x> (x-1) *xn+ 1

natomiast dla wierszy parzystych:

2 => 2 % n
4 -> 4 xn
X -> X *n

A wiec w zaleznosci, czy wiersz jest parzysty, czy nieparzysty (wystarczy sprawdzié reszte
z dzielenia przez 2 na liczniku gléwnej petli) wypiszemy ciag rosnacy badZ malejacy n liczb,
zaczynajac od liczby wyliczonej z wzoréw, ktore znalezliSmy powyze;j.

1||wezytaj(n)

2|for i := 1 to n do

3 if i mod 2 = 1 then
4 w:= (i —1) *=n+1
5 for j := 1 to n do
6 wypisz (w)

7 wi=w+ 1

8 else

9 W= 1 % n

10 for j := 1 to n do
11 wypisz (w)

12 w:i=w-—1

13 wypisz(nowa_linia)
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3.2. DZIEN PIERWSZY ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Znak dzialania Autor opracowania: Robert Kozikowski, Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Znak dziatania

Rozwigzanie wzorcowe

W zadaniu nalezy obliczy¢ warto$¢ maksymalna z trzech wartoéci: a + b, a — b, a * b oraz
sprawdzi¢, czy wynik da sie uzyskaé¢ wiecej niz jednym sposobem. Mozemy to zrobi¢ na wiele
sposob6ow. W naszym opracowaniu najpierw policzymy maksymalna wartosé, a nastepnie spraw-
dzimy iloma sposobami mozemy jg osiagnad.

1| wezytaj(a,b)

2 || maksimum := a + b

3 ||znak = 4’

41 if a — b > maksimum then

5 znak = =’

6 maksimum := a — b

7| if a % b > maksimum then

8 znak = ‘%’

9 maksimum := a % b

10 || sposoby := 0

11||if a + b = maksimum then sposoby := sposoby + 1
12 || if a % b = maksimum then sposoby := sposoby + 1
13 ||if a — b = maksimum then sposoby := sposoby + 1
14 || if sposoby > 1 then

15 wypisz (NIE)

16 || else

17 if a < 0 then wypisz((a)) else wypisz(a)

18 wypisz (znak)

19 if b < 0 then wypisz((b)) else wypisz(b)

20 wypisz ('=")

21 if maksimum < 0 then wypisz ((maksimum)) else wypisz (maksimum)

Na co nalezy zwréci¢ uwage
Typowe btedy:

e wypisywanie 'NIE’, jesli dwa maksima sa réwne, ale jeszcze nie obliczyliSmy wyniku (moze
sie okazaé, ze a +b==a — b, ale axb > a +b),

e poczatkowe ustalenie maksimum na 0 — moze si¢ okazaé, ze maksimum jest ujemne.
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

3.3. DZIEN DRUGI

3.3 Dzien drugi

Opracowanie: Monety

Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamie¢: 32 MB

Najprostsze najlepsze

Dzien 2, 21.09.2010

Monety

Rozwigzanie zadania jest stosunkowo proste. Nalezy policzy¢ liczbe monet lezacych na jednej
stronie i liczbe monet lezacych na drugiej stronie, a nastepnie wybra¢ minimum z tych wartosci.

1||wezytaj(n)

2 ||awers = 0

3||rewers := 0

4| for k := 1 to n do

5 wezytaj (x)

6 if x = 0 then

7 awers := awers + 1

8 else

9 rewers := rewers + 1
10 || wypisz (min(awers, rewers))

Ztozonosé czasowa powyzszego rozwigzania wynosi O(n).
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3.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Permutacje Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010
Permutacje

Rozwigzanie wolne

Najprostszym rozwiazaniem jest sprawdzanie kolejnych liczb 1,2,...n — 1,n czy wystepuja

we wezytanym ciagu.
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wezytaj(n, t[])

for i := 1 to n do
znalazlem := false
for k := 1 to n do
if t[k] = i then
znalazlem := true
if znalazlem — false then
wypisz (NIE)

zakoncz_program ()
wypisz (TAK)

Powyzsze rozwigzanie jest zdecydowanie za wolne — zlozonoéé czasowa wynosi O(n?), a pamie-
ciowa O(n).

Rozwigzanie wzorcowe

Stworzmy tablica n elementowa i kazda liczbe "wtézmy’ do odpowiedniej komérki. Na koniec

przejdzmy po calej tablicy sprawdzajac, czy w kazdej komorce jest liczba. Nalezy uwazad,
ze jesli liczba jest wieksza od wielkosci tablicy to nic z nia nie robimy (aby nie odwolywaé sie
do nieistniejacej komérki w tablicy).
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wezytaj(n)

tab[] = 0

for k := 1 to n do
wezytaj (x)
if x <= n then

tab[x] = 1
for k := 1 to n do
if tab[k] = 0 then

wypisz (NIE)
zakoncz_program ()
wypisz (TAK)

Rozwiazanie dziala w czasie O(n). Zlozonos¢ pamieciowa wynosi O(n).
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.3. DZIEN DRUGI

Opracowanie: Tasma Autor opracowania: Adam Iwaniuk

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010
yd

Tasma

Rozwigzanie brutalne

Najprostszym rozwiazaniem wydaje sie dla kazdego miejsca na taémie sprawdzié, ile wynosi

szukana warto$¢. Wiec dla kazdej liczby, z wyjatkiem ostatniej, sprawdzamy, ile wynosi suma
liczb do tej liczby z nia wlacznie, oraz suma liczb za ta liczba (nie robimy tego dla ostatniej liczby,
poniewaz odpowiadaloby to sytuacji takiej, gdy wykonujemy ciecie na samym koncu tasmy, co nie
sprawi, ze podzielimy ja na dwa kawalki). Nastepnie wyliczamy warto$¢ bezwzgledna z réznicy
tych sum i poprawiamy wynik.
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wezytaj(n, tab[])
wynik := 1000000000

for i := 1 to n—1 do
sumal := sumap := 0
for j := 1 to i do
sumal := sumal + tab[i]
for j := i + 1 to n do
sumap := sumap + tab[i]
wartosc := abs(sumal — sumap)
wynik := min(wartosc, wynik)

wypisz (wynik)

Niestety przy takim podejsciu przy milionie liczb program bedzie wykonywat sie¢ bardzo dtugo,
poniewaz dla kazdego miejsca ciecia (10° takich miejsc) bedziemy liczy¢é sume 10° liczb, co da nam
w sumie 10% x 10 = 10'? operacji.

Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze majac sume wszystkich liczb (mozna to policzy¢ zaraz po ich wezytaniu do ta-

blicy) oraz znajac sume liczb po lewej stronie, mozemy policzyé sume liczb po stronie prawej,
odejmujac sume liczb z lewej strony od catkowitej sumy. Jesli mamy policzona sume liczb z le-
wej strony i chcemy wykonaé ciecie o jedna liczbe dalej, to suma liczb bedzie rézni¢ sie jedynie
wartoscia réwna tej liczbie, ktora przeskakujemy.
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wezytaj(n, tab[])
sumac := sumal := 0
for i := 1 to n do
sumac := sumac + tab[i]
wynik := 1000000000
for i := 1 to n—1 do
sumal := sumal + tab[i]
sumap := sumac — sumal
wartosc := abs(sumal — sumap)
wynik := min(wartosc, wynik)
wypisz (wynik)

Ztozonosé czasowa powyzszego rozwiazania wynosi O(n), co jest wystarczajaco szybkie.
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3.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Pole Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dzien 2, 21.09.2010

Pole

Dostepna pamiegé: 32 MB

Jeden wymiar
Zastanéwmy sie, jak rozwiaza¢ zadanie, w ktérym musieliby$my znalezé cze$é wspdlng dwédch
odcinkow. Mozemy wyrdznié¢ 3 przypadki:

al b1
[A] a2 b2
at b1
[B]
a2 b2
[C] al b1
a2 b2

Przypadki utozenia odcinkdw.

Zauwazmy, ze jesli czeS¢ wspdlna istnieje, to jej poczatek znajduje sie w miejscu rozpoczecia
sie odcinka o wigkszej wspélrzednej poczatkowej (czyli maksimum z poczatkéw odcinkéw), nato-
miast koniec cze$ci wspolnej znajduje sie w miejscu zakonczenia odcinka o mniejszej wspotrzed-
nej koncowej (czyli minimum z koncéw odcinkéw). Jak sprawdzié, czy cze$é wspdlna istnieje?
Wystarczy sprawdzié, czy poczatek czesci wspolnej jest mniejszy od jego konca.

1 || function policz_przeciecie(al, bl, a2, b2)
2 || begin

3 poczatek = max(al, a2)

4 koniec = min(bl, b2)

5 return max(0, koniec — poczatek)

6 || end
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.3. DZIEN DRUGI

Dwa wymiary

Przejdzmy do rozwiazania zadania, czyli znalezienia czeéci wspélnej dwdch prostokatow.

x1, y1

x3, y3

X2, y2

x4, y4

Przyktadowe ulozenie dwoch prostokatow.

Aby obliczyé¢ dlugoéci bokéw prostokata, bedacego czescia wspolng, wystarczy znalezé cze-
$ci wspoélne odpowiednich odcinkéw danych prostokatéow. Pierwszy bok obliczymy liczac czedé
wspoOlng bokéw prostokatéw ograniczonych wspdlrzednymi x — owymi, a drugi liczac cze$é
wspolng bokow ograniczonych wspoélrzednymi y — owymi.

Pseudokod mégltby wygladaé¢ nastepujaco:

dlugoscl = policz_przeciecie(x1l, x2, x3, x4)
2 || dlugosc2 = policz_przeciecie(y4, y3, y2, yl)
3 || wypisz (dlugoscl x dlugosc2)

Zauwazmy, ze zlozono$¢ powyzszego rozwiazania wynosi O(1), poniewaz nie wykonujemy
zadnej petli, a kazda instrukcja wykonuje sie w czasie stalym,. W rozwiazaniu nalezy pamigtaé,
aby uzywa¢ zmiennych 64 — bitowych, poniewaz koncowy wynik moze przekraczaé¢ dopuszczalne

wartoéci zmiennych 32 — bitowych (dlugosci bokéw czesci wspdlnej prostokatéw moga wynosié
108, wiec ich iloczyn moze wynosié¢ 10'2).

41



3.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

3.4 Dzien trzeci

Opracowanie: Wykre$lanka Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Wykreslanka

Rozwigzanie wzorcowe

Jas chce stworzy¢ jak najdluzszy ciag liczb 1,2,3,... W tym celu musi znalezé pierwsza
jedynke wystepujaca w ciaggu — nawet jesli wystepuja inne jedynki, to najbardziej optaca sie
wziagé¢ najwczedniejsza, gdyz wziecie innej zmniejsza nam przedzial szukania kolejnej liczby. Na-
stepnie szukamy pierwszej dwojki wystepujacej za pierwsza jedynka, potem trojki wystepujace;j
za dwojka itd.

1| wezytaj(n)

2 || szukany = 1

3| for k := 1 to n do

4 wezytaj (x)

5 if x = szukany then

6 szukany := szukany + 1
7

wypisz(n — szukany + 1)

Zlozonosé czasowa rozwiazania wynosi O(n), a pamieciowa O(1).
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.4. DZIEN TRZECI

Opracowanie: Pileczka Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Piteczka

Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze pileczka bardzo szybko zwieksza wysokosé, do ktérej dolatuje — z kazdym
odbiciem, wysoko$¢ zwicksza sie dwukrotnie, wigc nawet jesli piteczka zostataby zrzucona z naj-
nizszej wysokoéci 1, to juz po 30 odbiciach doleciataby do wysokosci ponad 10°. Nalezy zwrécié
uwage, ze piteczka zrzucona z wiekszej wysokosci niz wysoko$é, do ktorej chcemy, aby doleciata,
nie musi wykonywaé¢ zadnego odbicia.

1||wezytaj(z)

2|/ for k := 1 to z do

3 wezytaj (x, w)

4 odbicia := 0

5 while (x < w) do

6 X = X % 2

7 odbicia := odbicia + 1
8

0
wypisz (odbicia)

Ztozono$é czasowa powyzszego rozwiazania wynosi O(z logw).
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3.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Balwanek Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010
Balwanek

Rozwigzanie wzorcowe

W rozwiazaniu nalezy rozwazy¢ 4 przypadki:

1. Jedli kula, ktéra zbudowalta Kasia jest najmniejsza w batlwanie — nalezy sprawdzié¢ czy z po-
zostalej iloéci $niegu mozna zbudowaé 2 wieksze kule

2. Jesli kula, ktora zbudowala Kasia jest srednia w balwanie
3. Jedli kula, ktora zbudowalta Kasia, jest najwieksza w balwanie

4. Jedli kula, ktora zbudowata Kasia, jest za duza, aby z pozostalej iloéci Sniegu wybudowaé
2 mniejsze kule.

wezytaj (x, k)

if x >= 7+xk then wypisz(7000xk)

else if 2xx >= 7xk then wypisz(3500xk)
else if 4xx >= 7xk then wypisz(1750xk)
else wypisz(0)

U W N =

Zlozonos¢ czasowa rozwiazania wynosi O(1).
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

3.4. DZIEN TRZECI

Opracowanie: Manipulacja rankingu Autor opracowania: Joachim Jelisiejew

Dostepna pamigé: 32 MB

Dzien 3, 22.09.2010

Manipulacja rankingu

Rozwigzanie wzorcowe

Powiemy, ze zawodnik A jest obiektywnie lepszy od Dyméwki, jezeli A zrobil wszystkie
zadania, ktore zrobil Dyméwka. Zauwazmy, ze przy pomocy manipulacji Dyméwka nie moze

wyprzedzi¢ w rankingu zawodnika obiektywnie lepszego.

Stwierdzamy, ze zawsze istnieje manipulacja, dzieki ktorej Dymowka ostro wyprzedza w ran-
kingu wszystkich zawodnikéw, ktérzy nie sg obiektywnie lepsi od niego i jest ex aequo ze wszyst-
kimi obiektywnie lepszymi (na 1 pozycji). Taka manipulacja jest optymalna z punktu widzenia

Dymowki.

Manipulacja polega na ustawieniu wag 1 wszystkim zadaniom, ktére Dymoéwka rozwiazat,
oraz wag 0 wszystkim zadaniom, ktérych nie rozwiazat. Pozostawiamy czytelnikowi weryfikacje,
ze ta manipulacja faktycznie spelnia zalozenia (wazne jest tutaj, ze sa tylko 2 mozliwe oceny

za zadanie).

Zatem wystarczy policzy¢, ile jest zawodnikéw obiektywnie lepszych od Dyméwki. Mozemy

to bez trudu zrobi¢ liniowo wzgledem ilosci danych wejsciowych:

1| wezytaj(n, m, wynik dymowki][])
2|lile_lepszych =1

3| for i := 2 to n do

4 lepszy := true

5 for j := 1 to m do

6 wezytaj (wynik)

7 if wynik != 100 and wynik_dymowki[j] = 100 then
8 lepszy := false

9 if lepszy = true then

10 ile_lepszych := ile_lepszych + 1
11 || wypisz (1, ile_lepszych)

Zlozono$¢ czasowa powyzszego rozwiazania wynosi O(nm).
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3.5. DZIEN CZWARTY

ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

3.5 Dzien czwarty

Opracowanie: Pinezki

Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB

Rozwigzanie wzorcowe

Dzieri 4, 23.09.2010

Pinezki

Rozwiagzaniem zadania bedzie maksymalna liczba pinezek lezacych obok siebie. 7 kazda
kolejno napotkang pinezka zwigkszamy sume o jeden, natomiast przy napotkaniu pustej deski

zerujemy nasza sume.

1| wezytaj(n)

2 ||suma := 0

3 || wynik = 0

4||for k := 1 to n do

5 wezytaj (pinezka)

6 if pinezka = 1 then
7 suma := suma + 1
8 else

9 suma := 0

10 wynik := max(wynik, suma)
11 || wypisz (wynik)

Ztozono$¢ czasowa rozwiazania wynosi O(n).
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.5. DZIEN CZWARTY

Opracowanie: Szachy Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Szachy

Rozwigzanie wzorcowe

Na poczatku zauwazmy, ze nie zawsze oplaca si¢ stawia¢ wieze w kazdym wierszu szachow-
nicy. Optaca nam si¢ to tylko w przypadku, gdy wszystkie liczby w danym wierszu sa nieujemne.

Tak wiec naszym rozwiagzaniem bedzie znalezienie w kazdym wierszu maksimum z wartosci
{0, w1, ...w, }, gdzie w; oznacza liczbe stojaca w i-tej kolumnie rozpatrywanego wiersza.

wcezytaj(n)
wynik := 0
for wiersz := 1 to n do
akt = 0
for kolumna := 1 to n do
wezytaj (x)
akt := max(akt, x)
wynik := wynik + akt
wypisz (wynik)
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Ztozonosé czasowa takiego rozwiazania wynosi O(n?).
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3.5. DZIEN CZWARTY ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Kratki Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Kratki

Rozwigzanie bledne

Popularnym bledem moze by¢ wypisanie maksymalnej powierzchni kartki. Nie jest prawda,
ze kartke o maksymalnej powierzchni da sie podzieli¢ na najwieksza liczbe prostokatow.

Rozwigzanie wzorcowe

Maksymalna liczba prostokatéw, na jakie mozna podzieli¢ kartke, wynosi (2 + (a — 2)/d)
(24+(b—2)/d), gdzie znak '/’ jest wzigciem czesci catkowitej z dzielenia bez reszty. Pierwsza linie
rysujemy w odleglosci 1 milimetra od brzegu, a kazda nastepna (tyle ile sie zmiesci) rysujemy co d
milimetréw. Dla kazdej kartki nalezy obliczy¢ liczbe prostokatéw na jakie mozemy ja podzielié
i wybra¢ maksimum.

1| wezytaj(n, d)

2 || maksimum := 0

3||for k := 1 to n do

4 wezytaj(a, b)

5 liczba_kratek = (2 + (a — 2) / d) = (2 + (a — 2) / d)
6 if liczba_kratek =— maksimum then

7 powierzchnia := max(powierzchnia, a x b)
8 if liczba_kratek > maksimum then

9 maksimum := liczba_kratek

10 powierzchnia := a x b

11 || wypisz (powierzchnia)
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ROZDZIAL 3. ROZWIAZANIA 3.5. DZIEN CZWARTY

Opracowanie: Patyki Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dzieri 4, 23.09.2010

Patyki

Dostepna pamigé: 32 MB

Rozwigzanie wzorcowe

Zadanie nalezy rozwiazaé rozwazajac kilka przypadkéw. Aby mozna bylo zbudowaé trojkat
prostokatny, to dlugo$é najdtuzszego boku podniesiona do kwadratu musi by¢ réwna sumie
kwadratéw dlugosci bokow krétszych. Aby tréjkat byl réwnoboczny to wszystkie patyki musza
byé¢ réwnej dtugosci.

wezytaj(a, b, ¢)

if (a = b) and (b = c¢) then
wypisz (2) else

if (axa = bxb + cxc) or (bxb = axa + cxc) or (ckxc = axa + bxb) then
wypisz (1)

else
wypisz (0)

N OOt W N
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3.6 Dzien pigty

Opracowanie: Grusze i jablonie Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Grusze i jablonie

Rozwigzanie wolne

Najprostszym rozwiazaniem zadania jest sprawdzenie kazdej pary drzewek i wybranie mak-

symalnej odlegtosci pomiedzy réznymi drzewkami.

N OOt W N

wynik = 0
wezytaj (n, drzewko [])
for k := 1 ton -1 do
for i := k + 1 to n do
if drzewko[k] <> drzewko[i] then
wynik := max(wynik, i — k)
wypisz (wynik)

Powyzsze rozwigzanie dziata niestety zbyt wolno — ztozonoéé czasowa wynosi O(n?).

Rozwigzanie wzorcowe

Najbardziej oddalonymi drzewkami bedzie pierwsza (wystepujaca w ciagu) grusza z ostatnia

jabtonia lub pierwsza jablon z ostatnia grusza. Gdyby tak nie bylo, to moglibySmy wziaé
odpowiednio wczesniejsze (p6zniejsze) drzewko i mieliby$my wieksza odleglo$é pomiedzy nimi.
Drzewka te mozemy znalezé¢ w czasie liniowym, stad zlozono$¢ czasowa rozwiazania wynosi O(n).

© 00 O U i W N

= = =
N = O

wezytaj(n)
pie_grusza :=
pie_jablon :=
ost_grusza :=
ost_jablon :=
for k := 1 to n do
wezytaj (drzewko)

o O o o

if drzewko = 0 and pie_grusza =— 0 then pie_grusza := k
if drzewko = 1 and pie_jablon = 0 then pie_jablon := k
if drzewko = 0 then ost_grusza := k
if drzewko = 1 then ost_jablon := k

wypisz (max(ost_grusza — pie_jablon, ost_jablon — pie_grusza))
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Opracowanie: Farby Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Farby

Rozwigzanie

W rozwigzaniu najpierw wezytujemy obecng ilo$¢ farby: ¢, z oraz n, a nastepnie wczytu-
jemy ilo$¢ farby wymagang na pokolorowanie kazdej sali i odejmujemy te ilo$¢ od objetosci
odpowiedniej puszki.

Aby ulatwié¢ sobie obliczenia i méc operowaé tylko na liczbach catkowitych, dobrym pomy-
stem jest prowadzi¢ obliczenia na liczbach dwa razy wigkszych i dopiero przy wypisywaniu dzielié¢
wynik przez dwa.

Nalezy pamietac¢, ze jeSli w ktérejs puszce bedzie nieujemna ilos¢ farby, wtedy nie musimy
niczego dokupi¢. W przeciwnym wypadku musimy dokupi¢ wartos¢ bezwzgledng z ilosci farby
W puszce.

1| wezytaj(puszka_cze , puszka_zol, puszka_nie)

2 || wezytaj (zol , zie, nie, fio, cze, pom)

3|lile-.cze := max(0, fio + pom + 2 * cze — 2 *x puszka_cze)
4|l ile_zol := max(0, zie + pom + 2 % zol — 2 % puszka_zol)
5| ile_nie := max(0, zie + fio + 2 % nie — 2 x puszka_nie)
6| if (ile_cze mod 2 = 0) then

7 wypisz(ile_cze /2)

8| else

9 wypisz(ile_cze /2 + 7.57)

10 || if (ile-zol mod 2 = 0) then

11 wypisz(ile_zol /2)

12 || else

13 wypisz (ile_zol /2 + 7.57)

14 || if (ile_nie mod 2 = 0) then

15 wypisz(ile_nie /2)

16 || else

17 wypisz(ile_nie /2 + 7.57)
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Opracowanie: Silownia Autor opracowania: Robert Kozikowski, Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010
Sitownia

Rozwigzanie brutalne

Niech |z ] to czesé¢ catkowita z liczby x, a to wielko$¢ piw w pierwszym browarze, b to wielkosé
piw w drugim browarze, a n to docelowy ciezar.

W rozwiazaniu brutalnym tworzymy tablice ¢t wielkosci n zapelniona samymi 0. Nastepnie
odznaczamy w tablicy wielokrotnosci a na 1 oraz wielokrotnoéci b na 1. Na koniec liczymy sume
w tablicy .

wcezytaj(a, b, n)

t[] = {0}

i =1 to n/a do

tlaxi] = 1

for i := 1 to n/b do

t[bxi] =1

for i := 1 to n do
wynik := wynik + t[i]

wypisz (wynik)

© 00 O U i W N

Powyzsze rozwigzanie dziala w czasie O(n), a jego zlozonosé pamieciowa to O(n). Dla mak-
symalnych danych, czyli n = 10° program zdecydowanie przekroczy limit czasu oraz dostepny
limit pamieci.

Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze w pierwszym browarze Adrian moze wycisnaé L%J roznych ciezaréw, beda

to odpowiednio a,2a,.... W drugim browarze Adrian moze wycisnaé L%J roznych ciezarow,
odpowiednio b, 20, ....

Zastanéwmy sie teraz, ile jest takich ciezaréw, ze Adrian moze je wycisnaé¢ w obu sitowniach.
Sprobujmy znalez¢é najmniejszy taki ciezar. Bedzie to najmniejsza liczba podzielna przez a i b,
czyli nww(a,b). Zauwazmy, ze wszystkie kolejne powtérzenia beda wielokrotnosciami nww(a, b).
Zatem wszystkich takich ciezaréw mniejszych rownych n bedzie {WJ , a wszystkich réznych

n n n

ciezarow wyciskanych przez Adriana bedzie LEJ + Lﬂ — {WJ’ gdyz liczac sume L%J + L%J
dwukrotnie policzymy te ciezary, ktére Adrian moze wycisnaé¢ w dwoch browarach. nww(a,b) =
nw‘yz;b), a nwd(a,b) mozemy latwo policzy¢ korzystajac z algorytmu Euklidesa (opis algorytmu
mozna znalez¢ w wykladzie Teoria Liczb 1)

1| wezytaj(a, b, n)
wynik := n/a + n/b + n/(axb/nwd(a, b))
3 || wypisz (wynik)

Rozwiazanie dziala w zlozonosci logarytmicznej ze wzgledu na a i b. Tyle zajmuje policzenie
nwd(a, b).
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Opracowanie: Dziewczynki Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010
Dziewczynki

Rozwigzanie wzorcowe

Zadania rozwigzujemy wykorzystujac sposoéb ”gasienicy”. W dwdéch zmiennych trzymamy
odpowiednio gtowe gasienicy i jej tyl. Niech koniec bedzie jej tytem, a poczgtek jej gtowa. Poczat-
kowo obie zmienne ustawiamy na pierwszej osobie w szeregu. Nastepnie poczgtek przesuwamy
tak dlugo w prawo, dopdki pomiedzy poczgtkiem a koncem nie bedzie doktadnie k dziewczynek.
Nastepnie koniec przesuwamy o jedno miejsce w prawo i ponownie poczgtek przesuwamy, dopoki
nie bedzie k dziewczynek. Przypomina wiec to ruch gasienicy.

Przed kazdym przesunieciem korica musimy obliczy¢ liczbe chtopcéw, ktorzy musza usunaé
sie z szeregu i wybraé z tych warto$ci minimum. Liczbe chlopcéw mozemy w prosty sposodb
policzy¢ liczac réznice: poczatek —koniec+1—k, gdyz wiemy, ze pomiedzy poczgtkiem a koncem
znajduje sie dokladnie k dziewczynek, wiec reszte musza stanowié¢ chlopcy.

1||wezytaj(n, k, t[])

2 || poczatek := 1

3 || koniec = 1

4 ||wynik := n + 1

5[ if t[1] = 0 then

6 dziewczynki = 1

7| else

8 dziewczynki := 0

9 || while koniec < n do

10 while dziewczynki < k and poczatek < n do

11 poczatek := poczatek + 1

12 if t[poczatek] = 0 then dziewczynki := dziewczynki + 1
13 if dziewczynki = k then wynik := min(wynik, poczatek — koniec + 1)
14 if t[koniec] = 0 then dziewczynki := dziewczynki — 1

15 koniec := koniec + 1

16 || if wynik = n + 1 then

17 wypisz (NIE)

18 || else

19 wypisz (wynik — k)

Zlozono$¢ czasowa rozwiazania wynosi O(n).
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W PROSERWY 2
Yklady == 0b6z informatycgo' - matemgy!zg

4.1 Zlozonosé czasowa

Wyktad: Zlozonosé czasowa Autor wyktadu: Jacek Tomasiewicz

4.1.1 Wstep

Ztozono$¢ czasowa to jeden z najwazniejszych parametréw charakteryzujacych algorytm. Decy-
duje on o efektywno$ci catego programu.

4.1.2 Czym jest zlozonosé

Ztozono$¢ czasowa programu jest to maksymalna liczba operacji, jakie moze wykona¢ program
w zaleznosci od wezytanych danych.

Badajac ztozono$é¢ zawsze wybieramy operacje dominujgceqg — czyli taka, ktéra bedzie wyko-
nywaé sie najwiecej razy w zaleznosci od wezytanej wartosci n.
Spodjrzmy na przyktad:

1||wynik = 0

2|l cin >> n

3|for i := 1 to n do

4 wynik := wynik + i
5|l cout << n

Znajdzmy operacje dominujaca — jest to z pewnoscia operacja w linijce 4.:

1||wynik := wynik + i

Zauwazmy, ze wykona sie ona n razy. 1 juz mamy policzona ztozonosé czasowa. Wynosi ona
O(n) i nazywamy ja liniowg ztozonoscia.

Jedli linijka 3. wygladataby nastepujaco:

1 ‘for i := 1 to 20*n do

to liczba operacji wynosi 20n, jednak wszystkie state pomijamy i ztozono$é pozostaje liniowa.
Powiemy wiec, ze algorytm, ktéry wykonuje kn operacji, gdzie k jest stala (np. %, 20, 100)
i algorytm ktory wykonuje n operacji, maja taka samg ztozonos¢ czasows.
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Tak wiec, analizujac program bedziemy badaé, jaka jest najwicksza liczba operacji, ktoére
moze on wykonaé przy okreslonym rozmiarze danych. Czesto bedziemy wyszukiwaé specjalne,
yztosliwe” przyktady danych, na ktérych dany program bedzie dziatal dtugo. Czemu tak nalezy
robi¢? Po pierwsze, dzieki temu wiemy, ze program bedzie dzialal nie wolniej niz ..., a jak sie
skonczy szybciej, to tylko niespodzianka na plus. Po drugie zas, okazuje sig¢, ze pesymistyczne
ograniczenie bardzo czesto jest osiagane — na przyktad wickszo$é algorytméw wyszukiwania
elementu w zbiorze dziata najdluzej, gdy szukanego elementu nie ma, co jest w praktyce bardzo
czeste.

4.1.3 Przyklady réznych zlozonosci

Zlozonos¢ stala

cin >> n
2|lcout << n * n

Program wykona zawsze stala liczbe operacji, niezaleznie od wartoéci n. Zlozonos¢ jest wiec
stala 1 zapisujemy ja jako O(1).

Ztozonos¢ logarytmiczna

cin >> n
wynik = 0
while (n > 1) do
=n /
wynik :=
cout << wyni

n :

SO W N

)
2
wynik + 1
k

W linijce 4. wartos¢ n jest w kazdym obrocie petli zmniejszana o potowe. Liczbe takich operacji
oblicza si¢ uzywajac logarytméw. Jesli n = 2% to logn = x. Latwo wiec zauwazy¢, ze ztozonosé
tego rozwiazania wynosi¢ bedzie O(logn). Nazywaé bedziemy ja zlozonoscia logarytmiczng.

Zlozonosé liniowa

cin >> n
for i := 1 to n do
cin >> x
if x = 0 then
break

Tk W N =

Zauwazmy, ze jesli pierwszg wcezytana liczba x byltoby 0, to program od razu by sie zakonczyt,
my jednak szukamy ,zlosliwych” przypadkéow — bedzie to taki, w ktérym x réwny O nigdy nie
wystepuje. Ztozonosé jest wiec liniowa, czyli O(n).

Ztozonos$¢ liniowo-logarytmiczna

cin >> n
for i := 1 to n do
cin >> p {p > 0}
while (p < n)
P :=p *x 2
cout << p

DO W N
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Znoéw znajdzmy ,ztosliwy” przypadek. Bedzie on wtedy, gdy p = 1. Wowcezas w kazdym obrocie
petli z linijki 2. instrukcja w linijce 5. wykonywaé si¢ bedzie logn razy. Stad cala ztozonosé
wynosi O(nlogn) i nazywamy ja zlozonoscia liniowo-logarytmiczng.

Zlozonosé kwadratowa

suma-i := suma.j = 0
cin >> n
for i := 1 to n do
for j := i to n do
suma-i := suma-i + i
suma_j := suma.j + ]
cout << suma.i + suma_j

N OOtk W N

Zauwazmy, ze operacja w linijce 5. bedzie wykonywana nie rzadziej niz operacja w kazdej innej
linijce. Policzmy liczbe wykonan tej operacji.

Petla w linijce 4. bedzie si¢ wykonywata n, n — 1, ... 1 razy. Po zsumowaniu liczba operacji
wynosié¢ bedzie % = % * (n? +n) < n?, wiec zlozonosé to O(n?) i nazywamy ja kwadratowq.

Ztozonosé wyktadnicza

1{lcin >> n

2lp =1

3|{for i := 1 to n

4 P = p * 2

5(for i := 1 to p

6 wynik := wynik + i
7|l cout << wynik

Ile operacji wykona powyzszy kod. Petla w linijce 3. obréci sie¢ n razy, jednak petla w linijce 6.
obréci si¢ p = 2" razy. Wybieramy operacje dominujaca, wiec ztozonosé wynosié¢ bedzie O(2"),
ktéra nazywana jest zlozonoscia wykladniczq. Zlozonosciami wykladniczymi sa réwniez O(3"),
O(10™), a takze O(n!).

Wiele zmiennych

Nie zawsze ztozonos$¢ musi zaleze¢ od jednej zmiennej:

cin >> n >>m

for i := 1 to n do
cout << i

for j ;= 1 to m do
cout << j

U W N =

Zauwazmy, ze czas dziatania programu zalezy od obu wartosci n i m, w zwiazku z tym zlozonos$é
wynosi O(n + m). Méwimy, ze ztozonos¢ jest liniowa wzgledem n i m.
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Spoéjrzmy na inny przyktad:

cin >> n >>m
if n > m then
for i := 1 to n do
cout << i
else
for j := 1 to m do
cout << j

N OOl W N

Ztozono$¢ zalezy od wartosci wigkszej z liczb n i m. Wynosi wiec ona O(max(n, m)).

I jeszcze jeden:

1|jcin >> n

2 cin > m

3 || wynik := 0

4| for i := 1 to n do

5 for j := 1 to m do

6 wynik := wynik + i * j
7| cout << wynik

Ztozono$¢ zalezy od obu wartosci n i m. W kazdym z n obrotéow petli w linii 4. wykonuje sie
petla z linii 5. obracajaca m razy. Stad zlozono$é¢ wynosi O(nm).

4.1.4 Cgzy program ma wystraczajaca ztozonosé

Podczas pisania programu zawsze warto zastanowic¢ sie, czy istnieje rozwiazanie o lepszej zto-
zonosci czasowej. Chyba ze limity wyraznie wskazuja, ze wymyslone rozwiazanie, choé¢ moze
nieoptymalne, zostanie w pelni zaakceptowane.

Poréwnajmy 3 programy obliczajace dokladnie to samo:

Program A

1]jcin >> n
2|for i := 1 to n do

3 for j := 1 to i do
4 wynik := wynik + 1
5| cout << wynik

Zlozonoéé: O(n?)

Program B

1|lcin >> n

2| for i := 1 to n do
3 wynik := wynik + i
4 || cout << wynik

Ztozonosé: O(n)

57



4.1. ZEOZONOSC CZASOWA ROZDZIAL 4. WYKEADY

Program C

1|lcin >> n
wynik (= n % (n + 1) / 2
3 || cout << wynik

Ztozonos$é: O(1)

Chcielibysmy stwierdzié¢, ktory program bedzie akceptowalny w czasie zawodow. Obecnie mozna
przyjac, ze aby program byl akceptowalny w pelni przez sprawdzarke, to moze wykonywaé okoto
108 operacji — tyle operacji jest wykonywane przez mniej wiecej 1 sekunde.

Jesli mamy zadeklarowane, ze 1 < n < 10%, to wszystkie programy A, B, C powinny zostaé
zaakceptowane.

Jesli 1 < n < 109 to program A wykona okoto 10'? operacji, co niestety wywota przekro-
czenie limitu czasu. Natomiast program B i C powinien zostaé zaakceptowany.

Jesli 1 < n < 10'9, to tylko program C moze zostaé¢ zaakceptowany.

Warto zwréci¢ uwage, ze wezytywanie i wypisywanie danych jest szczegdlnie wolne. Wezyta-
nie lub wypisanie wigcej niz 10° liczb moze wykonywadé sie ponad 1 sekunde (w zadaniach raczej
nie zdarza si¢, aby potrzebne bylo wezytanie istotnie wielu liczb)

4.1.5 Podsumowanie
1. Jedli n < 109, to prébujmy pisaé programy o maksymalnej ztozonoéci O(n) lub O(nlogn).
2. Jedli n < 10%, to prébujmy pisaé programy o maksymalnej ztozonoéci O(n?)

3. Jedli n < 500, to prébujmy pisaé programy o maksymalnej ztozonosci O(n?)

Oczywiscie nie sa to Sciste limity, cho¢ z pewnoécia przyblizone. Czesto zaleza one od kon-
kretnego zadania. Na pewno jesli stwierdzimy, ze program wykonuje duzo ponad 10® operacji
to powinnismy sie zastanowi¢, czy nie istnieje szybsze rozwigzanie naszego problemu.
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4.2 Praktyczne zastosowanie STL, czes¢ I

Wyklad: Praktyczne zastosowanie STL, czesé¢ I Autor wyktadu: Robert Kozikowski

4.2.1 Wstep

Wyklad jest celowany do Czytelnika z bardzo podstawows wiedza o C++. W czesci I oméwione
sg najbardziej podstawowe i najprostsze algorytmy i struktury. Wyktad w zalozeniu jest bar-
dziej praktyczny niz teoretyczny. Staramy sie uzywaé niefachowego stownictwa, aby byt bardziej
zrozumialy dla oséb z podstawowa wiedza, czasem celowo pomijamy szczegoély, gdyz uwazamy,
ze do praktycznych zastosowain nie sg one konieczne. W czesci II sa omdwione bardziej za-
awansowane struktury, ale obie czgsci sa stworzone w celu pokazania STL-a Czytelnikowi, ktéry
wczesniej go nie znal.

4.2.2 Czym jest STL

STL to skrét od Standard Template Library, czyli po polsku Standardowa Biblioteka Szablonow.
STL to zbiér bibliotek w C++4-, w ktdérych sg szablony réznych algorytmoéw i struktur danych,
ktore dzialaja niezaleznie od tego, jaki typ zawieraja. Za pomoca STL-a mozemy wyszuki-
waé binarnie, sortowa¢ elementy w tablicy, tworzy¢ kolejki priorytetowe w jednej linii tekstu.
Dokumentacja STL jest na stronie:

http://www.sgi.com/tech/stl/

Szukajac dodatkowych informacji lub przypominajac material z wyktadu dobrze jest korzystaé
w pierwszej kolejnosci z dokumentacji STL-a, gdyz jego kopia znajduje si¢ na kazdym kompu-
terze podczas zawodéw Olimpiady Informatycznej (i na wielu innych konkursach), a ten skrypt
Czytelnik posiada tylko w domu.

4.2.3 Wady STL

Mimo wielu praktycznych zastosowan i duzej uzytecznosci, STL posiada szereg wad:

1. Niektoére rzeczy dzialaja wolniej w STL niz zaimplementowane samemu (np. stos albo ge-
nerowanie wszystkich permutacji.

2. Posiadajac gotowe, zaimplementowane niektére struktury czasem, zamiast pomysleé¢ chwile
nad szybszym rozwiazaniem, uzywamy niepotrzebnie STL-a. Czesto, gdy rozwiazanie
wzorcowe jest liniowe, to rozwiazanie z czynnikiem logn wykorzystujace STL-a, moze
dostaé¢ nawet o 1/3 punktéw mniej.

3. Btedy w wykorzystaniu STL-a czesto trudno sie debuguje, gdyz informacje o btedach
w STL-u sg zazwyczaj skomplikowane i nie zawsze wynika z nich wprost, gdzie lezy btad.
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4.2.4 Para

pair < T1,T2 > to, jak nazwa wskazuje, para dwbch elementow typdéw T1, T2, ktére moga byé
dowolnymi typami, w szczegdlnosci nawet kolejna para. Pary czesto wykorzystuje sie w geometrii
obliczeniowej jako reprezentacje punktu lub w grafie wazonym jako pojedyncza krawedz.

Uzycie

pair<int,int> p = make_pair(2,3); // utworzenie pary
p.first; // pierwszy element pary
p.second; // drugi element pary
Uwagi

Jesli typy sie nie zgadzaja, to program sie nie skompiluje, przyktad:
pair<int,int> p = make_pair(2,make_pair(2,3)); // Zle!

Kompilator prébowal zrobi¢ z obiektu pair < int,int > obiekt typu int, czego nie potrafi,
wiec sie nie skompilowat.

Uwaga co do deklarowania typéw ztozonych:
Nie mozemy daé¢ dwoéch znakéw << lub >> bez spacji obok siebie, przyktad:

pair<int,pair<int,int>> pl; // Zle!
pair<int,pair<int,int> >p2; // dobrze

Przyklad programu

Przypu$émy, ze chcemy w pewien sposéb poréwnaé¢ dwa pairy ze soba. OczywiScie mozemy
poréwnaé najpierw pierwszy element paira, a pdézniej drugi, ale pair dostarcza prostszych spo-
sobow:

pair<int ,int> p = make_pair (2,3
pair<int ,int> q = make_pair (2,4
pair<int ,int> r = make_pair (2,3
pair<int ,int> s = make_pair (3,3
if (p=r && r<q && q<s)

cout << ”daj.kamienia” << endl;

S O W N

Nastepujacy kod wypisze na ekran ,daj kamienia”, zatem mogliémy poréwnaé pairy ze soba.
Dziata to w nastepujacy sposdb:

p == q jest rownowazne z p.first == q. first&&p.second == q.second

p < q jest réwnowazne z (p. first < q.first)||(p.first == q.first&&p.second < q.second)
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4.2.5 Vector, podstawy

vector < T > w korzystaniu bardzo przypomina standardowa tablice. T moze by¢ dowolnym
typem, nawet kolejnym vektorem (wykorzystuje sie to czesto w implementacji graféw, gdzie dla
kazdego wierzchotka mamy wektor krawedzi). Gléwna réznica jest to, ze vector < T > moze
zmienia¢ swojg wielko$¢ podczas dziatania programu.

Uzycie
Podstawowe operacje na vectorach:

#include <vector> // umozliwia uzywanie vectordéw

vector<int> V; // deklaracja pustego vectora

V.push_back(x); // dodanie nowego elementy o wartosci x na koniec vectora V
V.pop_back(); // usuniecie ostatniego elementu z vectora V

V[0]; // odwotanie do pierwszego elemntu w vectorze V

V.size(); // liczba elementdéw w vectorze V

Czesto przydaje sie wypisanie wszystkich elementéw vectora:

1||for(int i=0; i<V.size (); i++)
cout << V[i] << .7

Kolejng wazng funkcjg z vectoréw jest funkcja resize.
V.resize(x);

Powyzszy fragment zmienia vector w taki sposob, ze jedli vector ma wielkos¢ wieksza niz =,
to usuwa ostatnie elementy, a jesli mniejsza niz x, to dodaje na koncu 0 tak, aby nowy vector
mial wielkosé x. Jesli chcemy, zeby uzupetnil innymi elementami niz 0, mozemy napisac:

V.resize(x,1);

Kilka przydatnych funkcji:

V.empty(); // jest réwnowazne z (V.size()==0)
V.clear(); // jest réwnowazne z V.resize(0)
V.back(); // jest réwnowazne z V[V.size()-1]
V.front(); // jest réwnowazne z V[0O]

Przekazywanie vectora do funkcji

W ten spos6b mozemy przekazaé¢ vector do funkcji.

void wypisz(vector<int> V) {
for (int i=0; i<V.size (); i++)
cout << V[i] << ".7;

W N

}

Funkcja tworzy kopie vectora, wiec jakakolwiek zmiana vectora nie zajdzie na vectorze przeka-
zanym do funkcji.

Jesli chcemy w jaki$ spos6b zmieniaé vector, to musimy przed nazwa dodaé znak & (przekazaé
przez referencje).

1||void zmien(vector<int>& V) {...}
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Przyklad programu

WeZmy teraz kawalek kodu, ktéry zawiera wszystko, o czym mowilismy:

1||#include <iostream>
2 [|[#include <vector>
3 || using namespace std;
4
5| void wypisz(vector<int> V) {
6 for (int 1=0; i<V.size ();
7 cout << V[i] << 7.7
8 cout << endl;
91}
10 || void zmien (vector<int>& V) {
11 for (int 1=0; i<V.size ();
12 VIi]++;
13
14 ||int main() {
15 vector<int> V;
16 V.resize (5, 1);
17 wypisz (V);
18 zmien (V);
19 wypisz (V);
20 V.push_back (5);
21 wypisz (V);
22 V.pop_back ();
23 wypisz (V);
24 return 0;
25 || }
Powyzszy kod wypisze na ekran:
11111
22222
222225
22222
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4.2.6 Kolejka

queue < T > to STL-owa implementacja kolejki. W kolejce mozemy doktadaé elementy na ko-
niec i bra¢ z poczatku w czasie staltym, czyli, innymi stlowy, niezaleznie od wielkosci kolejki
dodanie na koniec/zabranie z poczatku trwa tyle samo.

Uzycie

Podstawowe operacje na kolejce:

#include <queue> // umozliwia korzystanie z kolejki
queue<int> Q; // deklaracja kolejki

Q.push(x); // dodanie na koniec kolejki elementu x
Q.front(); // zwraca przéd kolejki

if(Q.empty()) {...} // sprawdza czy kolejka jest pusta
Q.pop(Q); // zabiera element z przodu kolejki

Wszystkie operacje wykonuja sie w czasie statym.

Uwagi

Jesli kolejka jest pusta, to nie mozna zabiera¢ elementu z przodu kolejki — przy prébie wystapi
naruszenie ochrony pamieci.

Przykltad programu

Program, ktory dodaje do kolejki dziesieé kolejnych liczb, a nastepnie zabiera je z kolejki i wy-
pisuje.

1||#include <iostream>

2 ||[#include <queue>

3 || using namespace std;

4 || queue<int> Q;

5

6| int main() {

7 for (int i=0; i<10; i++)
8 Q.push(i);

9 while (1Q.empty ()) {

10 cout << Q. front () << .7}
11 Q.pop ();

12

13 cout << endl;

14 return 0;

15| }

wypisze nam na ekran:

0123456789
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4.2.7 Kolejka priorytetowa

priority_queue < T > to STL-owa implementacja kopca, czyli struktury, w ktérej mozemy
dodawaé elementy do kopca w czasie O(logn), zabiera¢ elementy z kopca w czasie O(logn)
i uzyskiwa¢ aktualnie maksymalny element kopca w O(1).

Podstawowe zastosowanie jest prawie identyczne jak zastosowanie kolejki.

Uzycie

Podstawowe operacje na kolejce priorytetowej:

#include <queue> // umozliwia uzywanie kolejki priorytetowej
priority_queue<int> Q; // deklaracja kolejki priorytetowej
Q.topQ); // uzyskujemy maksymalny element

Q.push(x); // dodajemy do kolejki element x

Q.popQ); // zabieramy najwigkszy element z kolejki
if(Q.empty()) // sprawdzamy czy kolejka jest pusta

Jesli chcemy, aby na szczycie kolejki byly elementy minimalne, musimy zadeklarowac¢ kolejke
w nastepujacy sposob (zamiast int mozemy wstawi¢ dowolny typ poréwnywalny za pomoca <,
np. pair < int,int >. Wiecej o tym i wyjasnienie w czesci I1):

priority_queue<int, vector<int>, greater<int> > Q;

Innym sposobem, aby na szczycie kolejki byty maksymalne elementy, jest pomnozenie kazdego
elementu przez -1 podczas wlozenia oraz pomnozenie przez -1 podczas wyjmowania.

Przyklad programu

1||#Ainclude <iostream>

2 ||[#include <queue>

3 || using namespace std ;

4 || queue<int> Q;

5

6 || int main() {

7 priority_queue<int> Ql;

8 priority_queue<int, vector<int>, greater<int> > Q2;
9 for (int i=0; i<4; i++) {

10 Ql.push(i);

11 Q2.push(i);

12

13 while (1Ql.empty ()) { // co jest jednoznaczne z Q.empty() == false
14 cout << Ql.top() << .7 << Q2.top() << endl;

15 Ql.pop ();

16 Q2.pop ();

17

18 return 0;

191}

Wypisze na ekran:

30

SO = N

1
2
3
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4.2.8 Podstawowe algorytmy i ich wykorzystanie

STL poza szablonami struktur danych dostarcza nam takze réznych algorytméw. Wiekszosé
z nich dziala na tablicach/vectorach. Aby korzysta¢ z wigkszosci ponizszych algorytméw, nalezy
doda¢ lini¢ na poczatku programu:

#include <algorithm>

Minimum, maksimum

Zacznijmy od najprostszych:
min(a,b) - znajdowanie minimum z dwoch liczb
maz(a,b) - znajdowanie maksimum z déwch liczb.

1||1. int a=2, b=3;
2. cout << max(a,b) << '_7;
3| 3. cout << min(a,b);

Powyzszy kod wypisze:
32

Jedna uwaga do uzywania pairéw: dwa obiekty musza byé¢ identycznego typu, nie moze by¢
takiej sytuacji, ze jeden jest rzutowalny na drugi (jak to bylo w przypadku pairéw). Przyktad:

cout << max(2,’a’); // zle
cout << max(2,int(’a’)); // dobrze
Sortowanie

Wezmy teraz najczedciej wykorzystywany algorytm, ktéry dodatkowo nie jest tatwo zastam-
pialny przez wlasny kod — sort. Dziala on w czasie O(nlogn). Warto powiedzieé, ze wlasna
implementacja funkcji sortujacej, ktéra bytaby szybsza badz poréwnywalna w szybkoéci do sorta
(w szczegdlnosei na dhuzszych tablicach), jest bardzo pracochtonna i na konkursach prawie za-
wsze wystarczy szybko$é, w jakiej dziala sort (jesli nie, to da sie posortowaé dane w czasie
O(n)). Podstawowe uzycie jest bardzo proste:

sort(V.begin(), V.end()); // posortowanie vectora v
sort(t, t + n); // posortowanie tablicy t o liczbie elementéw n;

Jesli chcemy posortowaé pierwsze = elementéw tablicy ¢, to wpisujemy:
sort(t, t + x);

Sortowaé¢ mozemy tylko te tablice/vectory elementéw, dla ktérych elementy sa poréwnywalne
za pomocy operatora <. Czyli mozemy sortowaé leksykograficznie tablice stringéw, tablice
intéw, tablice charéw, tablice pairéw (dla ktérych poszczegélne elementy sa tez poréwnywalne
za pomoca <). Wlasnych structéw sortowaé juz tak prosto nie mozemy (wiecej w czesci II).

Permutacje

Kolejnymi czesto wykorzystywanymi algorytmami sa: next_permutation i prev_permutation.

next_permutation(V.begin(), V.end()); // nastepna permutacja
prev_permutation(t, t + n); // poprzednia permutacja
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Powyzszy kod generuje kolejna/poprzednia leksykograficznie permutacje dla vectora/tablicy.
Permutacja to dowolne przestawienie elementéw tablicy. Kolejna leksykograficznie permuta-
cja to taka permutacja, ze jesli posortujemy leksykograficznie wszystkie permutacje, to be-
dzie znajdowaé sie ona indeks dalej (lub na poczatku, jesli nasza permutacja jest ostatnia).
next_permutation zwraca wartosé¢ bool (true/false) zaleznie od tego, czy otrzymana permutacja
jest posortowana (pierwsza leksykograficznie). Pozwala to bardzo latwo generowaé wszystkie
permutacje dowolnego vectora.

= e e e
SO W N~ O

Przyktad:
1||#include <iostream>
2 ||[#include <algorithm>
3 ||#include <vector>
4 || using namespace std ;
5| int main() {
6 vector<int> v;
7 for (int i=2; i>=0; i—) {
8 v.push_back (i);
9
v.push_back (2);
sort (v.begin(), v.end());
do {
for (int i=0; i<v.size (); i++)
cout << v[i] << .75
cout << endl;
} while(next_permutation(v.begin (), v.end()));
}

—_
-3

Otrzymamy nastepujacy wynik:

0122
0212
0221
1022
1202
1220
2012
2021
2102
2120
2201
2210

Losowe permutowanie

WeZmy teraz kolejny algorytm - random_shuffle. Wykorzystanie jest takie same jak sorta,
tyle ze elementy nie musza by¢ poréwnywalne. random_shuffle losowo permutuje elementy vec-
tora. Przyktad:

random_shuffle(V.begin(), V.end());
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Rozdzial 5

. "ROSERWY 2010
Zadanla - 0boz informatyczno - matematyczny

5.1 Dzien prébny

Zadanie: Kostki domina Autor zadania: Joanna Bujnowska

Dostepna pamieé: 32 MB Dzien 0, 19.09.2010

Kostki domina

Adrian uklada ciggi z kostek domina. Kostki podzielone sa na 2 pola z pewng liczba oczek.
Kostki mozna obracaé¢. Kostki dokladane sa z obydwu stron tak, aby stykajace si¢ pola mialy
taka sama liczbe oczek. Adrian ma n kostek. Wykorzystujac wszystkie kostki da sie utozyé
poprawny ciag. Adrian zastanawia sie, ile oczek bedzie z poczatku (p) i konca (k) ciagu kostek.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejécia znajduje sie liczba n (1 < n < 109), oznaczajaca liczbe kostek
domina. W n kolejnych wierszach po 2 liczby catkowite a;,b; (1 < a;,b; < 10%), oznaczajace
odpowiednio liczbe oczek po lewej stronie oraz po prawej stronie i-tej kostki.
Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia liczby p i k, gdy p < k, w przeciwnym wypadku

k i p. Jesli wynik jest niejednoznaczny odpowiedzig powinno by¢ stowo 'NIE’.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

2
3 2
3 4

poprawnym wynikiem jest:

2 4
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5.2 Dazien pierwszy

Zadanie: Sznurki Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010
Sznurki

Jas dostal od dziadka n sznurkéw, ktére utozyt w linii prostej jeden obok drugiego. Jas
zauwazyl, ze bez problemu moze potaczyé dwa sasiednie sznurki w jeden. Polaczony sznurek
ma dlugo$é rowng sumie dlugosci obydwu sznurkéw. Polaczony sznurek Jas moze ponownie
potaczy¢ z sasiednim sznurkiem.

Ja$ chcialby mie¢ jak najwiecej sznurkéw, jednak takich, aby kazdy z nich nie byl krétszy
od jego wzrostu.

Wejscie
Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby catkowite n,w (1 < n,w < 109), oznaczajace

odpowiednio liczbe sznurkéw oraz wzrost Jasia. Kolejny wiersz zawiera ciag n liczb catkowitych
ai,az, ...a, (1 < a; <10%), oznaczajacych kolejne sznurki utozone od lewej do prawej.

Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowita, rowna maksy-
malnej liczbie sznurkéw jakie moze utworzy¢ Jasio.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

8 4
12348113

poprawnym wynikiem jest:

4
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Zadanie: Wieza Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010
"" 1eza

W Bajtocji wybudowano wysoka wieze. Wejscie na wieze sktada sie z n schodkéw, a kazdy
schodek ma pewna wysokos¢.

Bajtocka wieze chce odwiedzi¢ m mieszkancéw. Kazda z os6b posiada pewien wzrost, ktory
pomaga w pokonywaniu kolejnych schodkéw. Aby mieszkaniec Bajtocji moglt wejsé na pewien
schodek, to musi by¢ wyzszy od wysokosci schodka. Jesli pewien schodek jest nie do przejscia
przez mieszkanca, to zatrzymuje si¢ on w danym miejscu na wiezy — wyzej nie bedzie mogt wejsé.

Znajac wysokosci kolejnych schodkéw i oséb zwiedzajacych wieze chcielibyémy wiedzieé,
w ktorym miejscu zatrzyma sie kazdy mieszkaniec Bajtocji.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby catkowite n, m (1 < n,m < 500000), oznaczajace
odpowiednio liczbe schodkéw prowadzacych na wieze oraz liczbe mieszkancow chcacych odwie-
dzi¢ wieze. Kolejny wiersz zawiera n liczb catkowitych ay,as, ...,an (1 < a; < 10%) , gdzie a;
oznacza wysoko$é i-tego schodka. Pierwszy schodek znajduje si¢ na samym dole wiezy, a kazdy
kolejny wyzej od poprzednich. Nastepny wiersz wejscia zawiera m liczb catkowitych by, bo, ..., by,
(1< b; <10%), gdzie b; oznacza wzrost i-tego mieszkarica.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjsécia powinien zawieraé¢ m liczb catkowitych wi, wo, ..., wy,, gdzie
w; oznacza maksymalny numer schodka, na ktéry moze wej$é i-ty mieszkaniec Bajocji.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

3
2
1

N OO

1
3456
poprawnym wynikiem jest:

001113
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Zadanie: Tablica Autor zadania: Lukasz Jocz

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 1, 20.09.2010

Tablica

Kacper i Adi bardzo polubili system dwdjkowy. Kazdy z nich napisal na tablicy ciag zer
i jedynek. Kacper chciatby teraz w kazdym z tych ciaggow skredli¢ niektére cyfry tak, zeby
pozostale ciagi byly takie same oraz byly uporzadkowane, tj. po pierwszym wystapieniu jedynki
nie moze juz wystapi¢ zadne zero. Jaki najdtuzszy ciag moze pozostaé na tablicy?

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera dwie liczby catkowite n,m (1 < n,m < 10%), oznaczajace
dhugo$é ciaggéw napisanych przez kolejno Kacpra i Adiego. W drugim wierszu znajduje si¢ n
cyfr 0 lub 1 — cigg napisany przez Kacpra. W trzecim wierszu znajduje sie m cyfr 0 lub 1 — ciag
napisany przez Adiego.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé jedna liczbe — dtugosé najdtuzszego ciagu
ktéry moze pozostaé na tablicy.

Przyktad

dla danych wejsciowych:
6
0 01
1 11

O O O

11
00
poprawnym wynikiem jest:

4
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5.3 Dzien drugi

Zadanie: Obwody Autor zadania: Joachim Jelisiejew

Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Obwody

Jas na urodziny dostal komplet magicznych elektrycznych kabelkéw. Kazdy kabelek sktada
sie z drutu oraz bateryjki. -ty drut moze wytrzymac¢ napiecie d; woltow, a i-ta bateryjka ma
napiecie b; woltéw.

Jasio buduje z kabelkéw obwody: wybiera druty, skreca je razem tworzac grubszy drut i robi
z niego kotko. W kétku napiecie jest suma napieé wszystkich bateryjek, a skrecony drut moze
wytrzymaé napiecie bedace sumg napieé¢, ktore moga wytrzymacé poszczegolne druty.

Ja$ buduje obwdd tak, aby zrobione kétko nie przepalito sie. Z ilu maksymalnie kabelkdw
moze si¢ ono sktadaé?

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 500000),
oznaczajaca liczbe drutéw. W n nastepnych linijkach pary liczb d;, b; opisujace kolejne druty
(1 < d;, b; < 109).
Wyjscie

W jedynej linijce powinna znalezé sie liczba catkowita, oznaczajaca maksymalng liczbe dru-
téw tworzacych kétko.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

22
22

poprawnym wynikiem jest:

2
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Zadanie: Wieza 2 Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Wieza 2

W Bajtocji wybudowano wysoka wieze. Wejscie na wieze sktada sie z n schodkéw, a kazdy
schodek ma pewna wysokos¢.

Bajtocka wieze chce odwiedzi¢ m mieszkancéw. Kazda z os6b posiada pewien wzrost, ktéry
pomaga w pokonywaniu kolejnych schodkéw. Aby mieszkaniec Bajtocji mogl wejsé na pewien
schodek, to musi by¢ wyzszy od wysokosci schodka. Jesli pewien schodek jest nie do przejscia
przez mieszkanca, to zatrzymuje si¢ on w danym miejscu na wiezy — wyzej nie bedzie mogt wejsé.
Niestety schody na wieze sa bardzo waskie i jesli pewna osoba zatrzyma sie¢, to kazda kolejna
nie bedzie mogta juz wej$¢ wyzej — bedzie musiata zatrzymaé sie schodek wczesniej.

Znajac wysokoéci kolejnych schodkéw i wzrost kolejnych oséb zwiedzajacych wieze, chcieli-
bysmy wiedzie¢, w ktérym miejscu zatrzyma sie kazdy mieszkaniec Bajtocji.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera dwie liczby catkowite n, m (1 < n,m < 500000), oznaczajace
odpowiednio liczbe schodkéw prowadzacych na wieze oraz liczbe mieszkancow chcacych odwie-
dzi¢ wieze. Kolejny wiersz zawiera n liczb caltkowitych a1, as,...,a, (1 < a; < 109) , gdzie a;
oznacza wysoko$¢ i—tego schodka. Pierwszy schodek znajduje si¢ na samym dole wiezy, a kazdy
kolejny wyzej od poprzednich. Nastepny wiersz wejscia zawiera m liczb catkowitych by, bo, ..., by,
(1< b; <107, gdzie b; oznacza wzrost i-tego mieszkanca.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjsécia powinien zawiera¢ m liczb catkowitych wi, wa, ..., wy,, gdzie
w; oznacza maksymalny numer schodka, na ktéry moze wej$é i-ty mieszkaniec Bajocji.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

poprawnym wynikiem jest:

3100
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ROZDZIAL 5. ZADANIA 5.3. DZIEN DRUGI

Zadanie: Akwarium Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamigé: 64 MB Dzien 2, 21.09.2010
Akwarium

Kozik dostal w prezencie na urodziny akwarium z mieczykami. Obserwowanie mieczykdw
szybko mu sie znudzito, poniewaz wedtug Kozika nigdy nie dziato sie¢ nic nowego. Dlatego tez
mieczyki szybko sprzedal, a za zarobione pienigdze kupit w promocji pewne afrykanskie ryby.

Afrykanska ryba ma okre§long mase i wiek oraz charakteryzuje sie tym, ze musi codziennie
zaspokoi¢ swoj gléd. Jedli nie dostanie nic do jedzenia, to pozera inna, mniejsza rybe. Jesli
kilka ryb jest glodnych, to pierwszenstwo ma zawsze ryba o najwickszej masie, ktéra wybiera
swoja ofiare (w przypadku réwnych mas pierwszenstwo ma ryba starsza). Ofiara bedzie zawsze
najmniejsza ryba znajdujaca sie¢ w akwarium (jesli kilka ryb ma taka sama mase, ofiara z nich
bedzie najmlodsza ryba). Dodatkowo afrykanska ryba zwieksza swoja mase o polowe masy
zjedzonej przez nig innej ryby. Jesli afrykanska ryba nie zaspokoi swojego gtodu w ciagu dnia,
zdycha. Kilka ryb moze mie¢ réwne masy, natomiast wszystkie ryby sa innego wieku.

Kozik zastanawia sie, czy pewna ryba r, wybrana przez niego, bedzie zyta za x dni.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejécia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 109),
oznaczajaca liczbe ryb w akwarium. W n kolejnych wierszach znajduja si¢ po dwie liczby catko-
wite m;, w; (1 < my, w; < 10%), oznaczajace odpowiednio mase i wiek i — tej ryby. W kolejnym
wierszu znajduje sie jedna catkowita z (1 < z < 109), ozaczajaca liczbe zapytan Kozika. W z na-
stepnych wierszach znajduja sie po dwie liczby catkowite ri, zp (1 < 7, < 1,0 < 2 < 107),
oznaczajace pytanie: czy ryba ri bedzie zyla za xj dni?.

Wyjscie
Dla kazdego zapytania stowo "TAK’, jeéli ryba r; bedzie zyla za xp dni, w przeciwnym
wypadku stowo 'NIE’.

Przyktad
dla danych wejsciowych:

4

W NN e

1
1

W NNOON PN

poprawnym wynikiem jest:

NIE
TAK
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5.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 5. ZADANIA

5.4 Dzien trzeci

Zadanie: Tarasy Autor zadania: PA 2002

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Tarasy

W bajtockich gérach wybudowano tarasy widokowe polaczone za pomoca wind. 7 tarasu
polozonego nizej mozna wjechaé¢ na taras sasiedni, potozony wyzej, za tyle kredytek ile wynosi
roznica pomiedzy wysokoSciami taraséow. Z tarasu polozonego wyzej na taras polozony nizej
zjezdza sie za darmo. Tarasy potaczone sg w tancuch widokowy, w ktorym z pierwszego tarasu
mozna dostac sie tylko na drugi, z drugiego na pierwszy i trzeci, itd.

Policz, jaka jest najwieksza liczba réznych taraséw, ktére bezposrednio (czyli bez zjezdzania
z tarasu na ziemie) moze odwiedzi¢ turysta posiadajacy tylko k kredytek. Za wjazd na taras,
od ktérego zacznie swoja wedrowke, turysta nic nie placi.

Wejscie

W pierwszym wierszu podane sa dwie liczby catkowite n, k (1 < n < 10°,0 < k < 109),
oddzielone pojedynczym odstepem. Liczba taraséw to n, a k to liczba kredytek, ktérymi dys-
ponuje turysta. W kolejnych n wierszach podane sa wysokosci kolejnych taraséw: hy, hs, ..., hy,.
Kazde h; spelnia nieréwnosci: 1 < h; < 102,
Wyjscie

Program powinien wypisa¢ tylko jedna liczbe, réwna najwiekszej liczbie tarasow, ktére moze
odwiedzi¢ turysta za k kredytek.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

1

BN R N o

poprawnym wynikiem jest:

4
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ROZDZIAL 5. ZADANIA 5.4. DZIEN TRZECI

Zadanie: Rolki papieru Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Rolki papieru

Ostatnio Kozik, bedac na wszystkich lekcjach w szkole, byt zmuszony do odwiedzenia toalety.
Zdziwit sie bardzo, gdyz znajdowalo sie tam n rolek papieru toaletowego. Zdenerwowato go jed-
nak to, ze nie wszystkie rolki wygladaly tak samo, gdyz nie byly rozwinigte na te same dlugodci.
Postanowil wiec poprawi¢ wyglad toalety i rozwinaé lub zwinaé rolki tak, aby wszystkie byty
rozwiniete na ta sama dlugosé.

Jeden ruch polega na zwinieciu lub rozwinieciu 1 cm rolki. Kazda rolka ma okreslong dtugosé
oraz rozwiniecie. Dlugosé rozwiniecia nie moze przekraczaé diugosci rolki. Pomoéz Kozikowi
uporzadkowaé rolki w jak najmniejszej liczbie ruchow.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje si¢ jedna liczba calkowita n (1 < n < 109), oznacza-
jaca liczbe rolek. W n kolejnych wierszach znajduje sie opis ¢ — tej rolki w postaci dwéch liczb cal-
kowitych d; i r; oznaczajacych odpowiednio dtugoéé i rozwiniecie i — tej rolki (0 < r; < d; < 107).
Wyjscie

W jedynym wierszu wyjscia powinna znajdowac sie jedna liczba catkowita, réwna minimalnej
liczbie ruchéw Kozika.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

3

50 10
40 20
30 30

poprawnym wynikiem jest:

20
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5.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 5. ZADANIA

Zadanie: Karty Autor zadania: Singapurska OI

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Karty

Tasujemy talie kart za pomoca nastepujacych operacji:

e A - przelozenie pierwszej karty z gory na dét stosu

e B - przelozenie drugiej karty z gbéry na doét stosu
Twoim zadaniem jest obliczy¢ ktora karta bedzie na gérze n-elementowej talii kart po k opera-
cjach. Karty sa ponumerowane kolejno od gory liczbami od 1 do n.
Wejscie

W pierwszym wierszu znajduja sie dwie liczby catkowite n i k (1 < n,k < 2000000). W dru-
gim wierszu znajduje sie k znakéw: A lub B, oznaczajgcych rodzaj kolejnych operacji na talii
kart.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna licze catkowita — numer karty
na gorze stosu.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

6 6
ABBABA

poprawnym wynikiem jest:

1
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ROZDZIAL 5. ZADANIA 5.5. DZIEN CZWARTY

5.5 Dzien czwarty

Zadanie: Las Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamie¢: 64 MB Dzien 4, 23.09.2010
Las

Pan Jan posiada spory teren lasu obejmujacy kwadratowy teren o boku n. Rozmieszczonych
jest tam n? drzew, po n drzew w kazdym wierszu i po n drzew w kazdej kolumnie. Kazde drzewo
ma okre$lony wiek. Pan Jan chce zbudowaé¢ dom o powierzchni d, jednak w tym celu musi wyciaé¢
pewien fragment swojego lasu (a dokladniej d drzew, poniewaz kazde drzewo zajmuje 1 jednostke
powierzchni). Fragment ten musi by¢ oczywiscie spojny.

Pan Jan zastanawia sie teraz, ktory fragment wybraé¢. Chcialby, aby najstarsze drzewo
ze wszystkich wycietych bylo mozliwie najmtodsze.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera dwie liczby catkowite nid (1 < d < n <
1000), oznaczajace odpowiednio wielko$¢ terenu oraz powierzchnie domu ktéry chce zbudowaé
pan Jan. Kolejnych n wierszy zawiera po n liczb catkowitych w(i, k) (1 < w(i, k) < 107),
oznaczajacych wiek drzewa stojacego w ¢ — tym wierszu i k — tej kolumnie.
Wyjscie

Pierwszy wiersz standardowego wyjécia powinien zawieraé¢ jedna liczbe catkowita, réwna
minimalnemu wiekowi najstarszego drzewa ze wszystkich wycietych.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

= =, O W wom
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= O = N =
=D R NN
D W N O

poprawnym wynikiem jest:

2
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5.5. DZIEN CZWARTY ROZDZIAL 5. ZADANIA

Zadanie: Domino Autor zadania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010
Domino

Jas ukltada domino. Nie robi tego jednak w tradycyjny sposéb, tylko bawi sie w przewracanie
kolejnych klockéw domina. Wiemy, ze klocki Jasia sg réznych wysokosci.

Jas$ postawil n klockéw domina w ciagu w taki sposéb, aby przewrdcenie sie dowolnego klocka
spowodowalo przewrodcenie sie kolejnego klocka w ciagu. Wiadomo, ze kolejny klocek przewrdci
sie, jesli wysokos¢ przewracanego klocka jest wieksza od odlegtosci pomiedzy nimi.

Jas chciatby wiedzieé, ile niepotrzebnych klockéw moze usunaé z ciggu, aby przewrdcenie
pierwszego klocka w ciagu spowodowalo (poprzez przewracanie sie posrednich klockéw) prze-
wrocenie si¢ ostatniego klocka w ciagu. Jas nie moze zmieniaé¢ potozenia klockdw.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejécia zawiera jedng liczbe catkowita n (1 < n < 10°), ozna-
czajaca liczbe klockow Jasia. Drugi wiersz wejscia zawiera ciag n liczb catkowitych wy, wo, ..., wy
(1 < w; < 10%), gdzie w; oznacza wysoko$é i — tego klocka w ciggu. Trzeci wiersz wejécia zawiera
odlegtoéci pomiedzy klockami w ciggu. Sktada sie z ciggu n — 1 liczb catkowitych z1, xo, ..., xp_1
(1 < 2; < 10?), gdzie z; oznacza odleglo$é pomiedzy i — tym a i + 1 — wszym klockiem w ciggu.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiesz standardowego wyjscia powinien zawieraé jedng liczbe catkowita
réwng maksymalnej liczbie klockdéw, ktére mozemy usunaé z ciagu.

Przyktad

dla danych wejsciowych: 4
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poprawnym wynikiem jest:
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ROZDZIAL 5. ZADANIA 5.5. DZIEN CZWARTY

Zadanie: Suma Autor zadania: Fukasz Jocz
Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010
Suma

Od kiedy Adi przestal zajmowaé sie ogrodnictwem, to calymi dniami siedzi w swoim pokoju
analizujac wtasnosci liczb w zapisie binarnym.

Od tego czasu negka go nastepujacy problem: znalezienie sumy wszystkich dodatnich liczb
catkowitych, ktore w zapisie binarnym maja co najwyzej k cyfr. Adi nie ma pomystu, jak sie do
tego zabraé, wigc o pomoc poprosit Ciebie.

Wejscie
Pierwszy wiersz wejécia zawiera jedng liczbe catkowita k (1 < k < 10°).
Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ jedna liczbe — sume dodatnich liczb

catkowitych, ktére w zapisie binarnym majg co najwyzej k cyfr. Liczbe te nalezy wypisaé
w systemie dwojkowym.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

3

poprawnym wynikiem jest:

11100
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5.6. DZIEN PIATY ROZDZIAL 5. ZADANIA

5.6 Dzien pigty

Zadanie: Wykres Autor zadania: Yukasz Jocz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Wykres

Duch Adi bardzo przyktada sie do startéw w konkursie Ghostcoder. Podczas kazdych zawo-
dow sa do zrobienia doktadnie 2 zadania. Zatem wynik z danych zawoddéw mozna opisaé jako
liczbe zrobionych zadan nalezaca do zbioru 0, 1, 2.

Adi bardzo skrupulatnie notuje wyniki z kolejnych konkurséw. Teraz chcialby sie pochwalié
swoimi postepami przed kolegami, czyli chcialby wybraé wyniki z pewnych zawodéw tak, aby ich
wykres byl rosnacy i zarazem jak najdtuzszy.

Wejscie

Pierwszy i jedyny wiersz wejécia zawiera liczbe calkowita n (1 < n < 109), oznaczajaca liczbe
zawodéw, w ktérych brat udzial Adi. W nastepnym wierszu znajduje sie n liczb, oznaczajacych
wyniki Adiego w kolejnych zawodach.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjdcia powinien zawiera¢ jedng liczbe, oznaczajaca dlugo$é¢ naj-
dtuzszego rosnacego wykresu jaki moze uzyskaé Adi.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

5
10212

poprawnym wynikiem jest:

3
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ROZDZIAL 5. ZADANIA 5.6. DZIEN PIATY

Zadanie: Turniej Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 128 MB Dzien 5, 24.09.2010

Turniej

W Bajtockim Turnieju Programistycznym bierze udziat n zawodnikéow. Kazdy zawodnik ma
pewngy site i wiadomo, ze dwdch réznych zawodnikéw nie posiada takiej samej sity.

Codziennie odbywane sa zawody z udziatem zawodnikéw, ktorzy zakwalifikowali sie z dnia
poprzedniego. W jednym dniu zawodnicy dzieleni sg losowo na pewna liczbe grup po k osob,
sposréd ktérych odpada zawsze osoba z najmniejsza sila (pozostalych k — 1 oséb zostaje zwy-
ciezcami w danej grupie). Moze si¢ zdarzy¢, ze jedna grupa nie bedzie posiadala k os6b. W tym
wypadku wszystkie osoby z danej grupy przechodza automatycznie do zawoddéw nastepnego dnia.
Turniej sie konczy, jedli nie mozna juz podzieli¢ oséb na co najmniej jedng grupe o liczbie os6b
k. W calym turnieju szukamy wiec k — 1 zwyciezcow.

Zastanawiamy sie ile réznych os6b moze zwyciezy¢ w tym turnieju.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe calkowita z (1 < z < 100),
oznaczajacy liczbe zestawéw danych. Kazdy zestaw danych zawiera po dwie liczby caltkowite n;
i k; (2 < ki,n; < 10%), oznaczajace odpowiednio liczbe oséb bioracych udzial w turnieju, oraz
liczbe oséb, na ktére dzielone sg grupy.

Suma n dla wszystkich zestawéw danych nie przekroczy wartoéci 106.
Wyjscie

Dla kazdego zapytania w osobnym wierszu powinna znalez¢ si¢ jedna liczba catkowita ozna-
czajaca liczbe réznych oséb, ktére moga byé zwyciezcami w caltym turnieju.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

1
2 2

poprawnym wynikiem jest:

1
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5.6. DZIEN PIATY ROZDZIAL 5. ZADANIA

Zadanie: Przyjecie Autor zadania: Joanna Bujnowska

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Przyjecie

Mata Kasia urzadza przyjecie urodzinowe. Na te okazje kupita n rodzajéw cukierkéw. Liczba
cukierkow k — tego rodzaju wynosi x;. Kasia nie probowatla zadnego rodzaju cukierka, dlatego
chciataby zaprosié¢ tylu gosci, aby po réwnomiernym rozdzieleniu cukierkéw miedzy gosci pozo-
stal jej co najmniej jeden cukierek kazdego rodzaju.

Kasia rozdziela cukierki w taki sposéb, ze kazdy go$é musi dostaé ta sama liczbe cukierkéw k
— tego rodzaju. Dodatkowo jesli Kasia moze wybraé te liczbe na rézne sposoby, to musi wybraé
maksymalna z nich (przykladowo Kasia ma 10 cukierkéw i rozdziela je 4 osobom. Moze daé
kazdej osobie po 0, 1 lub 2 cukierki, wiec daje maksymalna liczbe, czyli 2). Cukierkéw nie mozna
dzieli¢ na mniejsze czesci.

Kasia nie jest zbyt towarzyska, wiec zastanawia sie, jaka najmniejsza liczbe oséb powinna
zaprosi¢, aby spelnione byly warunki zadania.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejdcia zawiera jedna liczbe catkowita n, oznaczajaca liczbe
réznych rodzajéw cukierkéw (1 < n < 10%). Drugi wiersz zawiera n liczb calkowitych ay,
(1 <z, < 10°) oddzielonych spacja, oznaczajacych liczbe cukierkéw k — tego rodzaju.
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé jedna liczbe catkowita, réwng minimalnej
liczbie oso6b.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

4
249 10

poprawnym wynikiem jest:

6
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Rozdzial 6

PROSERWY 2010

== oboz informatyczno - matematyczny

Rozwigzania

6.1 Dzien préobny

Opracowanie: Kostki domina Autor opracowania: Robert Kozikowski, Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 0, 19.09.2010

Kostki domina

Uproszczenie zadania

Zadanie duzo latwiej jest rozwiazaé, jeli zinterpretujemy je w teorii graféw. Wyobrazmy so-
bie, ze mamy jaka$ $ciezke w grafie idaca po wierzchotkach (vq, ve, ..., v,). Zauwazmy, ze jest ona
jednoznaczna z ulozeniem w tancuch nastepujacych kostek domina:([vy, va], [va, v3], ..., [Un—1, Un)).

Zatem mozemy stworzy¢ sobie graf nieskierowany, ktéry jako zbiér krawedzi zawiera wszyst-
kie kostki domina (jesli mamy kostke [x,y] to dodajemy krawedZ miedzy wierzchotkami x, y),
a jako zbior wierzchotkéw wszystkie wierzchotki o stopniu co najmniej 1 (czyli ze co najmniej 1
krawedz konczy sie w danym wierzchotku).

112 2|3 314

Rysunek przedstawiajacy zamiane kostek domina na graf. Przyktadowe kostki [1,2], [2,3],
(3.4], [3,4], [3,5].
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6.1. DZIEN PROBNY ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Ciagg ulozony ze wszystkich kostek bedzie jednoznaczny ze Sciezkq Fulera w takim grafie.
Sciezka Eulera to taka $ciezka, ktéra przechodzi po wszystkich krawedziach grafu dokladnie jeden
raz. Jednakze musi by¢ mozliwa do ulozenia tylko jedna taka Sciezka. Zatem nie moze istnie¢
w danym grafie Cykl Eulera (czyli ze istnieje cykl przechodzacy po wszystkich krawedziach),
bo wtedy moze by¢ wiele réznych odpowiedzi (kazda para vy, v;).

W zadaniu zalezy nam wiec, aby znalezé wierzcholek poczatkowy i koticowy Sciezki Eulera.

Rozwigzanie wzorcowe
W naszym rozwiazaniu przydatne bedzie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie.l. Twierdzenie o cyklu Fulera. Niepusty graf spojny ma cykl Eulera wtedy
1 tylko wtedy, gdy stopien kazidego wierzcholka jest liczbg parzystq.

Twierdzenie.2. Twierdzenie o Sciezce Eulera. Niepusty graf spojny ma Sciezke Fulera,
ale nie ma cyklu Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy stopien kazdego, oprécz dwéch wierzchotkéw, jest
liczbg parzystg. Wtedy ta sciezka zaczyna sie w jednym z tych wierzchotkow, a konczy w drugim.

W zadaniu zalezy nam, aby znalez¢ wierzchotek poczatkowy i koncowy $ciezki Fulera. Na pod-
stawie powyzszego twierdzenia widaé, ze musza by¢ to dwa rézne wierzchotki o stopniu niepa-
rzystym. Poza tym wszystkie pozostale wierzchotki muszg mieé¢ stopien parzysty oraz graf musi
byé spdjny.

Wiemy, ze Sciezka zawsze istnieje, wiec beda to wierzchotki o stopniu nieparzystym. Mozemy
to zrobi¢ w taki sposob, ze dodajemy do wektora pary [a, b] oraz [b, a], nastepnie sortujemy wektor
i dla danego x liczymy, ile jest par [z, a] (beda one obok siebie w posortowanym wektorze).

Nalezy sprawdzié¢ jeszcze dwa szczegdlne przypadki, gdy graf ma 1 badz 2 wierzchotki (pa-
mietajmy, ze moze byé¢ bardzo duzo klockéw). Wtedy nawet jesli istnieje cykl Eulera, to istnieje
jednoznaczny sposob stworzenia Sciezki.
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.2. DZIEN PIERWSZY

6.2 Dzien pierwszy

Opracowanie: Sznurki Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010
Sznurki

Rozwigzanie wzorcowe

Zadanie rozwiazujemy zachlannie. Poczynajac od pierwszego sznurka laczymy go z kolej-
nymi, dopdki nie utworza tacznej dlugosci nie mniejszej od wzrostu Jasia. Nastepnie bierzemy
kolejny sznurek i taczymy z nastepnymi.

Zauwazmy, ze takie postgpowanie jest optymalne, gdyz pierwszy sznurek mozemy potaczyé
tylko ze sznurkiem drugim, a jesli jego dlugo$é¢ nie jest sama w sobie wystarczajaca, to optaca
sie go wykorzysta¢ zwiekszajac inny sznurek (a mamy tylko jedna mozliwo$¢). Po potaczeniu
drugi sznurek staje sie pierwszym i postepujemy analogicznie.

wezytaj(n, wzrost)
suma := 0
wynik := 0
for k := 1 to n do
wezytaj (x)
suma := suma + X
if suma >= wzrost then
wynik := wynik + 1
suma := 0
wypisz (wynik)

© 0 O O W N
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Ztozonosé czasowa tego rozwiazania wynosi O(n), a pamieciowa O(1).
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6.2. DZIEN PIERWSZY ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Wieza Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010
Wieza

Rozwigzanie wzorcowe

Zadanie rozwiazemy za pomoca wyszukiwania binarnego. Dla kazdego schodka nalezy znalezé
wysoko$¢ schodka o najwiekszej wysokoéci, lezacego na drodze od samego dotu wiezy do miejsca
danego schodka (np. dla kolejnych wysokosci schodkéw 1, 5, 3, 6, 2, 1, 7 stworzymy ciag 1,
5, 5,6, 6,6, 7). Otrzymany ciag bedzie niemalejacy, dzieki temu bedziemy mogli wykonaé¢ na
nim wyszukiwanie binarne. Dla kazdego mieszkanca mozemy w czasie O(logn) znalezé miejsce,
w ktoérym sie zatrzyma, bedzie to pierwszy wyzszy badz réwny klocek od jego wzrostu.

1| wezytaj(n, m, schodek][], mieszkaniec[])

2| ciag[] = 0

3|[for k := 1 to n do

4 ciag [k] := max(ciag[k—1], schodek[k])

5|[for k := 1 to m do

6 miejsce := wyszukaj_binarnie(mieszkaniec[k])
7

wypisz (miejsce)

Poniewaz mamy m mieszkancéw, to zlozono$é calego rozwiazania wyniesie O(mlogn), co nas

catkowicie satysfakcjonuje.
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.2. DZIEN PIERWSZY

Opracowanie: Tablica Autor opracowania: Yukasz Jocz

Dostepna pamigé: 64 MB Dzien 1, 20.09.2010

Tablica

Rozwigzanie wzorcowe

Dla kazdego z ciagdéw a i b policzmy tablice pozA[] i pozB[] — oznaczajace dla indeksu i
numer pozycji w ciagu, na ktérej wystapi i-te zero, oraz tablice sufA[] i sufB][] — oznaczajace
dla indeksu i, ile jest jedynek w podciagu [i...n] danego ciagu.

Zalézmy, ze w optymalnym rozwiazaniu wystepuje ¢ zer, wowczas ostatnie zero wystapi
w ciagu a na pozycji pozA[i]. Poniewaz ostatnie zero wystapilo na pozycji pozA[i] i wiecej zer
juz nie wystapi (bo zalozyliémy, ze bierzemy dokladnie i zer), mozemy do wynikowego ciagu
doda¢ wszystkie jedynki z pozycji [pozA[i] + 1...n], a liczba takich jedynek to sufAlpozA[i] +1].
Jednak w ciagu a i b musimy wziaé taka sama liczbe jedynek. Liczba tych jedynek bedzie wiec
wynosita min(suf A[pozAli] + 1], suf BlpozBl[i] + 1]).

Obliczamy wiec dla kazdego i wartosé ¢ + min(sufAlpozAli] + 1], suf B[pozBli] + 1]). Wy-
nikiem bedzie maksymalna z tych wartosci.

1||wezytaj(n, m, a[], b[])

2 || Aile0 = 0

3| Bile0 := 0

4 ||wynik = 0

5|for i := 1 to n do

6 if a[i] = 0 then

7 Aile0 := Aile0 + 1

8 pozA[Aile0] = i
9|/for i := 1 to m do

10 if b[i] = 0 then

11 Bile0 := Bile0 + 1

12 pozB[Bile0] := i
13||for i := n downto 1 do

14 sufA[i] := sufA[i+1]

15 if a[i] = 1 then

16 sufA[i] := sufA[i] + 1
17 || for i := m downto 1 do

18 sufB[i] := sufB[i+1]

19 if b[i] = 1 then

20 sufB[i] := sufB[i] + 1
21 ||[for i := 1 to min(Aile0, Bile0) do
22 wynik := max(wynik, i 4+ min(sufA [pozA[i]+1],sufB[pozB[i]+1]) )
23 || wypisz (wynik)
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6.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

6.3 Dzien drugi

Opracowanie: Obwody Autor opracowania: Joachim Jelisiejew

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Obwody

Rozwigzanie wzorcowe

Mamy znalez¢ najwieksza liczbe drutéw, taka ze b; < d;, innymi stowy 0 < d; — b;.
Dla kazdego drutu obliczamy d; — b;, po czym sortujemy te liczby i liniowo (od najwigkszej)
sumujemy wartosci d; — b; dopdki suma jest nieujemna.

1| wezytaj(n)

2|for i := 1 to n do

3 wezytaj_kolejny_drut (d, b)
4 t[i] :=d —Db

5| posortuj(t[])

6 |[suma = 0

7 || wynik := 0

8| for i := n downto 1 do
9 suma := suma + t[i]
10 if suma >= 0 then

11 wynik := wynik + 1
12 else

13 break

14 || wypisz (wynik)

Ze wzgledu na sortowanie rozwiazanie bedzie wiec miato zlozono$é O(nlogn). Zadanie mozna
jednak rozwiaza¢ liniowo, czyli w czasie O(n), wykorzystujac sortowanie przez zliczanie.
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.3. DZIEN DRUGI

Opracowanie: Wieza 2 Autor opracowania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Wieza 2

Rozwigzanie wzorcowe

Na poczatku dla kazdego schodka nalezy znalez¢ wysokos¢ schodka o najwiekszej wysokosci

lezacego na drodze od samego dotu wiezy do miejsca danego schodka (np. dla kolejnych wyso-
kosci schodkéw 1, 5, 3, 6, 2, 1, 7 stworzymy ciag 1, 5, 5, 6, 6, 6, 7). Otrzymany ciag bedzie
niemalejacy.

Nastepnie dla pierwszego mieszkanca w kolejce znajdujemy miejsce jego zatrzymania sie.

Poruszamy si¢ od wierzchotka wiezy w dét. Wiemy, ze kolejna osoba z kolejki zatrzyma sie
najwyzej jedno miejsce nizej od poprzedniego mieszkanca. Kolejne wyszukiwanie zaczynamy
wiec od miejsca zatrzymania sie poprzedniego mieszkanca. W ten sposob przejrzymy kazdy
schodek doktadnie jeden raz, dzieki czemu ztozonosé catego rozwigzania wynosié¢ bedzie O(n+m).

© 00 J O U b W N

e
= O

wezytaj(n, m, schodek[], mieszkaniec[])
ciag[] = 0
for k := 1 to n do

ciag [k] := max(ciag[k—1], schodek[k])
miejsce = n
for k := 1 to m do

while ciag[miejsce] >= mieszkaniec [k] do

miejsce := miejsce — 1

wypisz (miejsce)
if miejsce > 0 then
miejsce := miejsce — 1
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6.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Akwarium Autor opracowania: Robert Kozikowski
Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 2, 21.09.2010

Akwarium
Spostrzezenia

Najwazniejszym spostrzezeniem jest to, ze w kazdym dniu umiera co najmniej polowa zyja-
cych ryb — jedli liczba ryb jest parzysta, to polowa najciezszych zjada najlzejsza potowe, jesli jest
nieparzysta, to dodatkowo srodkowa ryba umiera, gdyz nie ma kogo zjes¢. Dzigki temu mozemy
zauwazy¢, ze ryby moga zy¢ co najwyzej logn dni, czyli dla maksymalnej wartosci n ryby moga
zy¢ co najwyzej 20 dni. Z powodu tak malej liczby dni mozemy tatwo przeprowadzié symulacje.

Rozwigzanie wzorcowe

W rozwiazaniu najpierw znajdujemy dla kazdej ryby dzien jej Smierci, a nastepnie w czasie
stalym odpowiadamy na kazde z pytan. Aby znalezé dzien Smierci kazdej z ryb, postepujemy
wedlug nastepujacych krokéw:

1. Ustal, ze dzien to 1.
2. Niech V to vektor wszystkich ryb.

3. Posortuj V' tak, aby najpierw byly ryby najlzejsze, a w przypadku takiej samej wagi
najmlodsze.

4. Niech a to zerowy indeks wektora, b to indeks ostatniego elementu.
5. Dopéki a < b powtarzaj krok 6.

6. Ustal, ze ryba spod b zjada rybe spod a, dodaj najedzona juz rybe (ze zwigkszona waga)
spod b do wektora V5 i ustal, ze ryba spod a umiera dzisiaj. Nastepnie powieksz a o 1
i pomniejsz b o 1.

7. Jedli a == b to ustaw, ze ryba a umiera dzisiaj (gdyz nie moze nikogo zjes¢)

8. Teraz niech V = V5 i jedli V5 nie jest pusty wyczys$¢ Vo, powieksz dzien o 1 oraz wrédé
do punktu 3.

Po przejsciu takiego algorytmu mozemy w czasie stalym odpowiadaé, kiedy kazda z ryb umarta.
Powyzszy algorytm dziata w czasie O(n(logn)?). W C++4 mozna go bardzo latwo zrealizowaé
z uzyciem STL (dodatkowe informacje na temat vectoréw i sortowania w wykladzie Praktyczne
zastosowanie STL).
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.4. DZIEN TRZECI

6.4 Dzien trzeci

Opracowanie: Tarasy Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Tarasy

Rozwigzanie wzorcowe

Niech rq, 79, ...,7h—1 to koszty kolejnych przejazdow z r; do r;1. Warto zauwazy¢, ze zadna
z tych wartosci nie bedzie ujemna. Interesuje nas znalezienie jak najdluzszego spéjnego podciagu
tego ciggu takiego, ze jego suma jest mniejsza réwna k. Wtedy najwigksza liczba taraséw, ktore
moze odwiedzi¢ turysta za k kredytek, to dlugo$é¢ tego podciagu plus jeden. Taki podciag
mozemy znalezé za pomocg tzw. ”dwoch wskaznikéw” , czyli:

1. Najpierw niech a = 0 oraz b to jak najdalszy indeks taki, ze suma rqg +7r1 + ... +7p_1 + 75
jest mniejsza réwna k.

2. Ustalamy, ze potencjalny wynik to (b —a + 1).
3. Dla kazdego a od 1 do n — 1 zréb punkt 4.

4. Przesun b jak najdalej w prawo, tak aby suma rq + 1441+ ... +7p—1 + 7 pozostata mniejsza
réwna k. Sprawdz, czy nowe (b—a+ 1) nie jest wigksze od potencjalnego wyniku. Jesli tak,
to ustal nowy potencjalny wynik na (b —a + 1).

5. Wypisz wynik.

Wiadomo, ze jesli powiekszymy a o 1 oraz b pozostanie takie samo to rq + 7441 + ... +7p_1 + 7
zmaleje badZ pozostanie takie same (gdyz r, nie bylo ujemne). Zatem mozemy sprébowaé
przesunaé¢ b w prawo. Przesuniecie w lewo nie jest opltacalne, gdyz suma zmalala.

Zauwazmy, ze powyzszy program ma zlozonos$¢ liniowa, gdyz oba wskazniki a i b kazda
komérke tablicy odwiedza tylko raz (poniewaz tylko wzrastaja a nie maleja).
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6.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Rolki papieru Autor opracowania: Adam Iwaniuk

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Rolki papieru

Obserwacja

Pierwsza obserwacja jest to, ze koncowa dlugosé wszystkich rolek nie moze przekroczyé
dtugosci najkrotszej rolki. W zwiazku z tym, dlugosé, do ktorej musimy rozwinaé wszystkie
rolki, jest z przedziatu [0, dmin = min(dy, ds, .., dy)].

Rozwigzanie brutalne

Dla kazdego rozwiniecia [0, dmin] sprawdzamy, o ile centymetréw bedziemy musieli zmienié
rozwiniecie danej rolki i wybieramy najlepsza warto$¢ rozwiniecia.

1||wezytaj(n, d[], r[])

2 ||dmin := 1079

3|for i := 1 to n do

4 if d[i] < dmin then

5 dmin = d[i]

6 || wynik := 10716

7| for j := 0 to dmin do

8 tmp:=0

9 for i := 1 to n do

10 tmp := tmp + abs(r[i] — j)
11 if tmp < wynik then
12 wynik := tmp

13 || wypisz (wynik)

Ztozono$é czasowa takiego rozwiazania to O(n * dmin), co dla maksymalnych danych moze by¢
réwne 105 x 10?2, czyli stanowczo za duzo.

Rozwigzanie wzorcowe

Nasz problem wyglada w nastepujacy sposéb:

Mamy pewien ciag liczb i chcemy wskazaé taka liczbe, aby suma réznic bezwzglednych z wszyst-
kimi liczbami z naszego ciggu bylta jak najmniejsza. Okazuje sie, ze takie wlasnosci ma mediana,
czyli Srodkowa liczba w posortowanym ciagu (jesli w ciagu jest parzysta liczba liczb to mozemy
wybraé¢ dowolna z dwéch $rodkowych). Pozostaje jeszcze problem, gdy nasza mediana jest wyz-
sza niz warto$¢ dmin. latwo zauwazyé¢, iz im dalej oddalamy sie od mediany, tym bardziej
rosnie liczba potrzebnych ruchéw, a wiec wtedy nasza wartoécia, do ktorej wyréwnujemy, jest
dmin.
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6.4. DZIEN TRZECI

1 [wezytaj(n, d[], r[])
2 ||dmin = 1079

3|for i := 1 to n do

4 if d[i] < dmin then

5 dmin = d[i]

6 || posortuj(r)

7 || mediana := min(dmin, d[n/2 + 1])

8 ||wynik := 0

9| for i := 1 to n do

10 wynik := wynik 4+ abs(r[i] — mediana)
11 || wypisz (wynik)

Jak widaé, wigkszos¢é operacji wykonuje si¢ liniowo wzgledem n, jedynie sortowanie bedzie nas
kosztowaé O(nlogn) operacji, a wiec zlozonos$¢ calego programu to O(nlogn), co jest wystar-

czajace dla n = 10°
Zauwazmy jeszcze, ze wynik moze by¢ liczbg przekraczajaca
nalezy uzy¢ zmiennych 64-bitowych.
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6.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA

Opracowanie: Karty Autor opracowania: Yukasz Jocz

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Karty

Rozwigzanie wzorcowe

Bedziemy symulowa¢ kolejno$é¢ kart w talii, zgodnie z podanymi na wejéciu operacjami.
Do symulowania talii kart wykorzystamy kolejke, w ktérej bedziemy trzymadé karty na pozycjach
od 2 do n. Karte z wierzchu talii bedziemy trzymaé¢ osobno. Zauwazmy, ze nigdy nie bedziemy
ingerowaé¢ w elementy od 3 do n, jedynie zdejmowadé elementy z géry i wrzucaé na koniec kolejki.
W wyniku operacji A:

e clement pierwszy staje si¢ ostatnim i zostaje dodany na koniec kolejki,
e clement drugi staje si¢ pierwszym, zatem opuszcza kolejke.
W wyniku operacji B:

e clement drugi staje sie ostatnim, zatem zostaje zdjety z poczatku kolejki i dodany na ko-
niec.
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ROZDZIAL 6. ROZWIAZANIA 6.5. DZIEN CZWARTY

6.5 Dzien czwarty

Opracowanie: Las Autor opracowania: Robert Kozikowski
Dostepna pamie¢: 64 MB Dzien 4, 23.09.2010
Las

Rozwigzanie brutalne

Rozwiazanie brutalne ma zlozonosé O(n*). Nalezy zauwazyé, ze jedno z drzew na planszy
musi by¢ najstarsze. Dla kazdego drzewa zakladamy, ze jest ono najstarsze i wykonujemy prze-
szukiwanie grafu wszerz (BFS) po drzewach o takim samym wieku badz mtodszych. Z wszyst-
kich takich drzew, z ktorych da sie zbudowaé dom o wielkosci poszukiwanej przez pana Jana,
wybieramy najmtodsze.

Rozwigzanie wzorcowe alternatywne

Rozwiazanie alternatywne ma ztozonoéé O(n?logn?). Rozwiazanie opiera sie na wyszukiwa-
niu binarnym. Zauwazmy, ze jezeli mozna zbudowaé chatke taka, ze najstarsze drzewo ma wiek
co najwyzej x, to mozna takze zbudowaé taka (lub wieksza) chatke dla kazdej wiekszej wartosci
x. Czyli jedli wiemy, ze z jest z przedzialu [a,b] (abs(a —b) > 1) i mozna zbudowaé chatke
o wielkosci y, to z jest z przedziatu [a,y]. W przeciwnym przypadku wiek tego drzewa bedzie
z przedziatu [y + 1,0].

Zauwazmy teraz, ze wiek najstarszego drzewa musi by¢ jednym z drzew (co jest oczywiste),
wiec nalezy posortowaé¢ wszystkie mozliwe wysokosci drzew i na takiej tablicy wyszukiwaé bi-
narnie. Jesli chcemy sprawdzié¢, czy mozna zbudowaé¢ dom tak, ze najstarsze drzewo ma wiek
co najwyzej x, to idziemy po tablicy i jesli natrafimy na nieodwiedzone pole o wysokosci mniej-
szej badz réwnej z, to puszczamy z niego algorytm BFS po punktach o wielkosci mniejszej badz
rownej x i jesli ktorykolwiek z tych BFS6w pokryje wieksze pole niz dom pana Jana, to dla danej
wielkoéci x da sie zbudowaé¢ dom. Las

Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie wzorcowe ma ztozonosé O(n?logn?). Rozwiazanie opiera sie na zbiorach roz-
tacznych. W rozwiazaniu idziemy po drzewach zaczynajac od najmlodszych i idac w gére wie-
kiem (tworzymy wektor par (wysoko$¢ drzewa, pozycja drzewa), a nastepnie go sortujemy).

Dla kazdego z nich sprawdzamy kolejno wszystkie pola sasiednie (z — 1,y), (x + 1,y), (z,y —
1), (z,y+1), czy ktérekolwiek ma nie wiekszy wiek niz pole (z,y). Jesli tak, to taczymy odpowia-
dajace im zbiory roztaczne (oraz dodajemy do siebie ich wielkosci). Jesli w ktérym$ momencie
wielko$¢ zbioru roztacznego przekroczy (lub doréwna) rozmiar domu pana Jana, to wypisujemy
wiek aktualnego drzewa, gdyz wtedy najstarsze wyciete drzewo bedzie mialo taki wiek (zawsze
dla danego wieku drzewa wiemy jak najwiekszy dom mozemy zbudowaé¢ tak, ze dane drzewo
jest najstarsze).
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Opracowanie: Domino Autor opracowania: Yukasz Jocz
Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010
Domino

Ogoélne spostrzezenia

Spojrzmy na zadanie troche z innej perspektywy. Przewrdémy wszystkie klocki domina i po-
traktujmy je po przewrdceniu jak przedzialy na osi liczbowej. Klocek znajdujacy sie w odlegtosci
d od klocka pierwszego majacy wysoko$¢ h bedzie reprezentowany przez przedzial [d,d + h].

Naszym zadaniem jest teraz znalez¢ najwickszy zbidr przedzialéw, po usunieciu ktérych
suma pozostatych przedzialéw bedzie spéjnym przedzialem, inaczej méwiac — kolejne przedziaty
parami beda miaty niepusta czesé¢ wspdlna.

Na poczatku obliczmy tablice DJi] - poczatek i-tego przedzialu oznaczajacy odleglosé i-tego
klocka od klocka pierwszego, oraz K|i] - koniec i-tego przedzialtu.

1|for i := 1 to n do
D[i] := D[i—-1] + x[i—1]
3 K[i] := D[i] + h[i]

Rozwigzanie wyktadnicze

Zastanéwmy sie nad jakimkolwiek poprawnym rozwigzaniem naszego zadania. Najprost-
szym pomystem jest przeszukanie przestrzeni wszystkich mozliwych rozwiazan. Przegladamy
wiec wszystkie podzbiory klockéw, zakladamy, ze wlasnie te klocki zostang usuniete i spraw-
dzamy, czy pozostate klocki spelniaja odpowiednie warunki. Spoéréd wszystkich poprawnych
podzbioréw wybieramy ten o najwickszej liczbie elementéw. Takie rozwiazanie dziala w zlozo-
noséci O(n2") i dostawato 20 punktéw.

Programowanie dynamiczne

Sprobujmy podej$é do tego zadania za pomoca programowania dynamicznego. Przez ,po-
taczenie” miedzy przedzialem x i przedzialem y bedziemy rozumieé ciag przedzialéw, ktére
kolejno zachodza na siebie(tj. ich przecigcie jest niepuste), pierwszym elementem tego ciagu jest
z, a ostatnim y.

We wszystkich rozwiazaniach zamiast szukaé¢ najwickszego zbioru przedziatéw, ktéry mamy
usunaé, bedziemy szukaé¢ najmniejszego zbioru przedzialdéw, ktory jest ,potaczeniem” miedzy
przedzialem 1 i n.

Dla kazdego przedziatu ¢ bedziemy oblicza¢ warto$é dpl[i], ktéra oznacza minimalng dlugosé
spolaczenia” miedzy przedzialem 1 i przedzialem i. Wartosci dp[i]| mozemy policzy¢ nastepujaco.
dpli] = min;<; g5 pp) dpli] + 1.

Inaczej méwiac, sprawdzamy wszystkie przedzialy, ktore ,zachodza’ na przedzial i z lewej
strony tj. takie, ktore rozpoczynaja sie PRZED poczatkiem przedziatu i-tego, a konczg ZA
poczatkiem przedziatu i-tego. Niech j bedzie jednym z takich przedziatéow. Dlugosé najkrétszego
,polaczenia” miedzy przedzialami 11 j to dp[j]. Z kolei ,polaczenie” miedzy 1 a i moze by¢
zrealizowane jako polaczenie 1 z j, a nastepnie j z i - w ten sposéb ,potaczenie” ma dlugoéé
dplj] + 1. dpli] jest rébwne minimalnej sposrdod tych wartosci dla wszystkich j.
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Rozwiazanie to dziata w ztozonosci O(n?). Takie rozwiazanie dostawato 40 punktéw. Pseu-

dokod tego rozwigzania mégltby wygladaé¢ nastepujaco:

SO W N

for i := 1 to n do
dp[i] := INF
for j := 1 to i—1 do
if K[j] > DJ[i] and dp[j]+1 > dp[i] then
dp[i] = dp[j] + 1

wypisz(n — dp[n])

Zastandéwmy sie, jak przyspieszy¢ to rozwiagzanie. Zamiast bezposrednio przegladaé wszystkie
poprzednie elementy w celu znalezienia minimum, mozemy skorzystaé z drzewa przedzialowego.

Kolejne liscie drzewa beda odpowiadaé klockom rosnaco wedlug kohcéw przedziatéw K[j].

Teraz, chcac obliczy¢ dp[i], szukamy minimum na takim przedziale elementéw, dla ktérych
K[j] > DIJi]. Przedzial elementéw, ktére spelniaja ten warunek, jest spdjny, gdyz elementy
sa posortowane wg wartosci K [j].

Takie rozwiazanie dziala w ztozonosci O(nlogn) i dostawato od 80 do 100 punktéw. Po wiecej

informacji o drzewach przedziatowych odsytamy Czytelnika do wyktadu Jakuba Radoszewskiego
na http://was.zaa.mimuw.edu.pl.

Rozwigzanie wzorcowe

Zaltézmy, ze wybieramy po kolei kolejne klocki, ktére maja upasé. Niech ostatnim klockiem,

ktory do tej pory wybraliSmy, bedzie i. Chcemy teraz wybraé¢ nastepny klocek j. Zastanéwmy
sie, jaki klocek optaca sie wybraé.

A no taki, ktorego przedziat ,zachodzi” na przedzial i z prawej strony i koniec tego przedziatu

jest mozliwie najdalej. Czyli zachodza warunki j > i oraz D[j] < K[i] oraz K[j] jest mozliwie
najwieksze. Dlaczego?
DowoD.

Zalézmy przeciwnie, ze istnieje rozwigzanie, w ktorym otrzymamy lepszy wynik niz w wy-

zej opisanym. Poniewaz nie wybieralidmy wg powyzszego schematu, wiec istnieje przedzial 7,
po ktérym wybraliémy przedzial k, a najdalej konczacym sie przedzialem ,zachodzacym” z pra-
wej na j jest [. Zamienmy teraz w tym rozwiazaniu klocek k na [. Zmienione rozwigzanie jest tak
samo dobre jak poprzednie i réwniez jest poprawne. Stad wniosek, ze postepujac wg powyzszego
schematu otrzymujemy najlepsze rozwiazanie. |

—_ =
= O © 00~ O Ui W N -

—
[\V]

Pseudokod rozwigzania dzialajacego wg powyzszego schematu mégltby wygladac nastepujaco:

last =1
wynik = 2
while K[last] <= D[n] do
next := last + 1
j = last + 1
while K[last] > D[j] do
if K[j] > K[next] then
next = j
j=13+1
last := next

wynik := wynik + 1
wypisz (n — wynik)

Zauwazmy, ze jesli dla pewnego last przejrzymy wszystkie j, dla ktérych j > last, D[j] < K|[last]
i najdalej koniczy sie przedzial next, to w kolejnej iteracji petli nie ma tak naprawde potrzeby
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przegladaé takich przedzialéw, ktorych poczatek jest w przedziale [D[next], K [last]], poniewaz
te przedzialy w calodci zawieraja sie w przedziale next i z tego powodu nie moga nam poprawic
rozwigzania. Jednak kazde takie j zostanie przejrzane co najwyzej 2 razy, dlatego ztozonosé
powyzszego algorytmu jest liniowa. Dlaczego? Niech [,1',1” beda trzema kolejno wybranymi
przez nasz algorytm przedzialami. Czyli D[I”] > D[l'] oraz D[l"] < K[l']. Zauwazmy, Ze musi
zachodzi¢ warunek D[l”] > K|[l]. Gdyby tak nie bylo, to najdalej koficzacym sie przedzialem,
ktéry zachodzi na [, byloby I” a nie I’. Zatem wszystkie przedzialy, ktérych poczatek jest miedzy
D[l'], a K[l], zostana przejrzane tylko przy obiegu petli, dla [ i I’. Algorytm ten ma zlozono$é
O(n).
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Opracowanie: Suma Autor opracowania: Yukasz Jocz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Suma

Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze suma z treci zadania jest réwnowazna sumie liczb od 1 do 28 — 1. Wzér

na sume liczb od 1 do n wynosi % Podstawiajac do tego wzoru 2F — 1 otrzymujemy
w = (2 — 1) ¥ 2¥=1. Liczba 2¥ — 1 binarnie ma postaé¢ k jedynek. Pomnozenie liczby
przez liczbe 2~ to w systemie dwéjkowym dodanie na koncu liczby k — 1 zer. Zatem szukana
liczba sktada sie z k jedynek, a nastepnie k — 1 zer.

wczytaj
for i

I~
-

Tk W N =
T

. .
w
N

~ =~ =
—
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6.6 Dzien pigty

Opracowanie: Wykres Autor opracowania: Yukasz Jocz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Wykres

Rozwigzanie wzorcowe

Problem przedstawiony w zadaniu jest problemem najdtuzszego podciagu rosnacego. Iterujac
po kolejnych wynikach Adiego bedziemy zapamietywaé, jakie pociagi juz wystapily i w miare
mozliwosci dodawaé nowe podciagi. Zauwazmy, ze wystarcza nam informacje, czy wystapity
podciagi 0, 1 i 01.

1| wezytaj(n, t[])

2 || bylo0 := bylol := bylo01 := 0
3 ||wynik = 1

4| for i := 1 to n do

5 if t[i] = 0 then

6 bylo0 := 1

7 if t[i] = 1 then

8 bylol := 1

9 if bylo0 = 1 then

10 bylo01 =1

11 wynik := max(wynik, 2)
12 if t[i] = 2 then

13 if bylo0l = 1 then

14 wynik := max(wynik, 3)
15 if bylo0 = 1 or bylol = 1 then
16 wynik := max(wynik, 2)
17 || wypisz (wynik)
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Opracowanie: Turniej Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamigé: 128 MB Dzien 5, 24.09.2010

Turniej

Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze jesli liczba zawodnikow jest mniejsza niz wielko$¢ grupy, to wszyscy automa-
tycznie wygrywaja.

Od tej pory zajmowaé sie bedziemy tylko przypadkiem, gdy liczba zawodnikéw jest nie
mniejsza od wielkoSci grupy. Wtedy zwyciezca jakkolwiek przeprowadzonego turnieju moze
zosta¢ dokladnie & — 1 najlepszych zawodnikéw (gdzie k to liczba oséb, na ktére dzielone sa
grupy). Zatem wynikiem dla kazdego testu jest min(n,k — 1)

Wyjasnienie rozwigzania

Pierwsza obserwacja jest to, ze nie moze byé¢ wiecej zwyciezcéw dowolnie przeprowadzo-
nego turnieju niz k — 1 zawodnikéw, gdyz wtedy turniej odbywa sie dopdki zawodnikéw mozna
podzieli¢ na co najmniej jedng grupe k osobows.

Mniej niz k — 1 zawodnikéw nie moze zostaé¢ zwyciezcami dowolnie przeprowadzonego tur-
nieju, gdyz w kazdej turze, jesli mamy n zawodnikdéw, moze zosta¢ wyeleminowanych co najwyzej
L%J zawodnikéw, zatem od chwili gdy n < 2xk eliminowany jest w kazdej turze jeden zawodnik.

Teraz pokazemy, ze dowolnie przeprowadzony turniej zawsze wygrywa k — 1 najlepszych
zawodnikéw. Istotnie przypusémy, ze ktérys z k — 1 najlepszych zawodnikéw nie nalezy do zwy-
ciezcow. Wtedy, aby zosta¢ wyeleminowanym, musiataby istnie¢ grupa sktadajaca si¢ z k za-
wodnikéw, w ktorej byt on najstabszy. Niestety nie jest to mozliwe, gdyz musiatoby istnie¢ k — 1
lepszych od niego zawodnikéw. Jest to niemozliwe, gdyz sily wszystkich zawodnikdéw sa rézne,
a od danego zawodnika istnieje co najwyzej k — 2 lepszych zawodnikdw.
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Opracowanie: Przyjecie Autor opracowania: Adam Iwaniuk

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 5, 24.09.2010

Przyjecie

Wstep

7 warunkow zadania tatwo mozemy zauwazy¢, ze aby Kasia mogta spréobowac cukierka jakie-
gos$ rodzaju, to liczba tych cukierkéw nie moze by¢ podzielna przez liczbe gosci. A wiec, naszym
zadaniem jest znalezienie najmniejszej liczby dodatniej, ktora nie dzieli zadnej sposréd n poda-
nych nam liczb.

Rozwigzanie brutalne

Zauwazmy, ze najwicksza liczba, jaka moze byé¢ odpowiedzia, to 10° + 1, poniewaz cukierkéw
kazdego rodzaju moze byé co najwyzej 10, a przy 10° + 1 nikt z goéci nie dostanie zadnego
cukierka i wszystkie trafia do Kasi.

Mozemy wiec wczytaé do tablicy wszystkie liczby zawierajace ile jest cukierkéw danego
rodzaju i sprawdzié¢ po kolei wszystkie liczby od 1 do 10° 4 1, czy zadna z liczb w tablicy nie
jest podzielna przez sprawdzana liczbe.

1| wezytaj(n)

2| for i := 0 to n—1 do

3 wczytaj tab[i]

4 for i := 1 to 10°5+1 do

5 podzielna := false

6 for j := 0 to n—1 do

7 if tab[j] mod i = 0 then
8 podzielna := true

9 if podzielna = false then
10 wypisz (i)

11 zakoncz_program ()

Takie rozwiazanie, w najgorszym przypadku, wymaga 10° * 10 operacji, czyli 10'!, co niestety
jest za wolne.

Rozwigzanie wolne

Zauwazmy dwie rzeczy:

1. Jesli jest tyle samo cukierkéw dwdch réznych rodzajéow, to nie zmienitaby nam sie sytuacja,
jesli jeden z tych rodzajéw bysmy calkowicie odrzucili.

2. Wszystkich cukierkéw moze by¢ 10°, a wszystkich mozliwych liczb cukierkéw w kazdym
rodzaju jest 10, a zatem przy 10° cukierkéw mamy na pewno powtérki, po eliminacji
ktorych liczba réznych rodzajéw wynositaby 10°.

Stad, po odrzuceniu duplikatéw, w tablicy mielibyémy maksymalnie 10° * 10> = 100 obliczen
co jednak wciaz jest za wolne.
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Rozwigzanie wzorcowe

7 poprzedniego punktu wiemy, ze nie musimy trzymaé¢ informacji o tym, ile jest cukierkow
danego rodzaju, a tylko informacje o tym, czy istnieje rodzaj, w ktorym wystepuje k cukierkow.
Dane mozemy reprezentowaé jako boolowska tablica z indeksami od 1 do 10°, w ktoérej to jest
false jesli indeks w tablicy jest liczba, ktora nie jest iloscia cukierkdéw zadnego rodzaju, a true
W przeciwnej sytuacji.

Taka tablice mozemy wczytaé¢ w nastepujacy sposéb.

tab[] = {false}

wcezytaj(n)

for i := 0 to n—1
wezytaj (j)
tab[j] := true

Tk W N =

Nastepnie, tak jak ostatnio, sprawdzamy wszystkie liczby od 1 do 10° + 1, czy spelniaja warunki
zadania, z tym ze, aby sprawdzi¢ czy dana liczba dzieli jakas z wczytanych liczb, wystarczy
sprawdzi¢ w naszej tablicy, czy w indeksach bedacych wielokrotnosciami danej liczby wystepuje

wartosé true.

1f{for i := 1 to 10°5+1 do

2 dzieli := false

3 c = i

4 while ¢ < 1075 do

5 if tab[c] = true then
6 dzieli := true

7 c = c¢c + i

8 if dzieli = false then
9 wypisz (1)

10 zakoncz_program ()

Latwo zauwazyé, ze sprawdzajac coraz wigksze liczby, musimy w tablicy dokonaé¢ coraz mniej
sprawdzen (dla 1 musimy sprawdzi¢ w 10° miejscach, dla 2 w 10°/2, ale juz dla 10 w 10*
miejscach, natomiast 1000 wymaga juz tylko 100 sprawdzen, co w sumie daje nam nieco ponad

milion sprawdzen, co jest juz wystarczajaco szybkie).
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Rozdzial 7

PROSERWY 2010

=== oboz informatyczno - matematyczny

Wyklady

7.1 Teoria liczb I

Wyktad: Teoria liczb 1 Autor wyktadu: Lukasz Jocz

7.1.1 Wstep
Przypomnijmy dwie definicje.

Definicja.1. Liczby pierwsze to liczby naturalne, ktdre posiadajg dokladnie dwa dzielniki
(liczbe 1 i samq siebie).

Definicja.2. Liczby ztozZone to liczby naturalne, ktore posiadajg wiecej niz dwa dzielniki.

7.1.2 Sprawdzenie czy liczba jest pierwsza.

Aby sprawdzié, czy liczba n wieksza od 1 jest pierwsza, przegladamy wszystkie liczby catkowite
wieksze od 1 i mniejsze od n. Jezeli ktérakolwiek z tych liczb dzieli n, to n jest liczba ztozona.
W przeciwnym wypadku n jest liczbg pierwsza. Zlozono$é tego algorytmu to O(n).

W bardzo prosty sposéb mozemy przyspieszyé¢ powyzszy algorytm. Wrystarczy zauwazyc¢,
ze liczbe n mozemy uznaé¢ za pierwsza, jezeli nie posiada dzielnikéw mniejszych réwnych od
v/n. Dlaczego? Jezeli liczba n ma dzielnik a, to ma réwniez dzielnik %. Co najmniej jeden
z tych dwoéch dzielnikéw jest wiec mniejszy lub réwny /n. Gdyby tak nie bylo, to n musiatoby
by¢ iloczynem dwéch liczb wiekszych od /n, co jest oczywiscie niemozliwe. Przegladamy wiec
wszystkie liczby od 2 do /n, jezeli znajdziemy liczbe, ktéra dzieli n, to n jest zlozona. W prze-
ciwnym wypadku n jest pierwsza. Zlozonosé tego algorytmu to O(y/n). Sprébujmy to zapisac.

if (zlozona 1) printf(”Liczba.n.jest._zlozona”);
else printf(”Liczba_.n_jest._pierwsza”);

1| for(int i=2jixi<=n;i++) {
2 if (n%i==0) {

3 zlozona=1;

4 break;

5 }

6

7

8
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Warunek i * i <= n w tym przypadku jest rownowazny i <= sqrt(n), jednak dzieki zastoso-
wanej formie nie wystepuje konieczno$é konwersji typow i ,wchodzenia” w liczby zmiennoprze-
cinkowe.

7.1.3 Sito Eratostenesa

Sito Eratostenesa jest znanym algorytmem znajdowania wszystkich liczb pierwszych z przedziatu
[2,n]. Nazwa pochodzi od tego, ze wszystkie liczby sa po kolei przesiewane i usuwane sa wszyst-
kie wielokrotnoéci danej liczby. Zeby wszystko stato sie jasniejsze, przejdzmy do przyktadu.

W pierwszym kroku[b] wybieramy najmniejsza liczbe, ktéra nie zostala wykreslona, czyli 2,
i wykreslamy wszystkie jej wielokrotnosci mniejsze od n. W nastepnych krokach powtarzamy
to samo dla kolejnych niewykreslonych liczb, czyli kolejno 3[c] i 5[d]. Jak zauwazyliSmy przy po-
przednim algorytmie, kazda liczba zlozona ma dzielnik mniejszy lub réwny /n. W szczegdlnosé
ma tez taki dzielnik pierwszy. W zwiazku z tym, wystarczy wykresli¢ wielokrotnosci tylko tych
liczb pierwszych, ktére sa mniejsze lub réwne /n. Woéwczas kazda liczba zlozona z przedziatu
[2, n] zostanie wykreslona.

[a] ‘ 203 )4]s5]e6|7]8]9]0]] 12‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘19‘20‘21‘22‘23‘24‘25‘26‘27‘28‘29‘30‘
1 | 23 [ s D] 7 sl o o] D] 3o 15 [ 17 3] 10 [ 21 [ 23 [ 25 [2] 27]>€] 293¢
el | 23 Dadl s Dl 7 s 11 [ 13 [ ] 17 [3C] 10 [ 22 | 23 [ 24 25 [ 26242 29 3¢ |
| 2] 3 ] s el 7 PPl v [ 13 [ ] 17 (38 10 [ 2] 22 23 [ (26 24026 20 [ |
e [ 2] 3 ] s Dec] 7 s va] v [ 3 [ 3 s o 17 3] 20 [ 2 22 23 [ 262 2] 295 |

Implementacja algorytmu moze wiec wygladaé¢ nastepujaco:

for (int i=2;ixi<=n;i++)
if (!skreslona[i])
for (int j=2xi;j<=n;j+=i)
skreslona[j] = 1;

W N

Algorytm ten mozemy jeszcze nieznacznie przyspieszyé zauwazajac, ze nie musimy wykreslaé
wielokrotnogci liczby i, ktére sa mniejsze od 2. Wielokrotnoéci takie maja postaé k * i,k < 1,
i zostaly juz skreslone dla jednego z dzielnikéw pierwszych k.

Po tej poprawce trzecia linijka moglaby wygladaé tak:

1| for (int j=ixi;j<=n;j+=i)

Zastanéwmy sie, jaka jest zlozono$¢ sita. Przy obliczaniu liczby operacji nie bedziemy
uwzgledniaé¢ ostatniej poprawki, gdyz nie wplywa ona na asymptotyczna ztozono$é. Dla kazdej
liczby pierwszej ¢ mniejszej od y/n skreslamy % liczb. Algorytm wykonuje wigc:

1 1
g+%+g+...: Z %Zn* Z - <nx Z — =0(nInln n) (7.1)
peP,p</n peEP,p</n peEP,p<n

Dowdd na to, ze suma odwrotnosci liczb pierwszych mniejszych od n jest rowna asymptotycznie
O(Inln n), zostawmy matematykom, a po prostu zawierzmy Eulerowi, ktéry to udowodnit.

Dzieki sicie Eratostenesa mozemy w prosty sposob znalezé wszystkie liczby pierwsze mniejsze
od n, ale sito moze sie okaza¢ duzo bardziej przydatne, jezeli je lekko zmodyfikujemy. Dla kazdej
wykreslanej liczby bedziemy dodatkowo zapisywaé informacje o dzielniku pierwszym, ktory ja
dzieli.
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for (int i=2;ixi<=n;i++)
if (!dzielnikP [i])
for (int j=ixi;j<=n;j+=i)
dzielnikP [j] = i;

W N

Tablica dzielnikP[i] dla n = 25.

2134567891011 |12 13|14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24

25

o(j0(2(0(2(0(2(3}(2(0((3}0}{2(3}2|0|3[0]2|3[2]0]3

Dzigki takiemu podejsciu mozemy bardzo szybko rozktadaé liczby na czynniki pierwsze.
Jezeli wiemy, ze liczba x ma dzielnik pierwszy p, to jej rozkladem na czynniki pierwsze jest
rozktad liczby % oraz dzielnik p.

int i=x;

while (dzielnikP [i]>0) {
printf ("%dx” ,dzielnikP [i]);
i/=dzielnikP [i];

S Ot W N

}
printf (?%d” ,i);

Liczba x nie moze mie¢ wiecej niz O(lg x) czynnikéw pierwszych. Dlaczego? Przy kazdym
kroku algorytmu zmniejszamy liczbe ¢ co najmniej dwa razy i dodajemy jeden dzielnik pierwszy.
W zwiazku z tym po co najwyzej lg x — 1 obrotach petli ¢ zmaleje do liczby pierwszej i algorytm
sie zakonczy. Faktoryzacja liczby z ta metoda ma zlozonosé czasowa O(lg x). Warto zauwazy¢,
ze kolejne otrzymywane czynniki przy tej metodzie nie sg uporzadkowane. Przyktadowo rozkta-
dajac liczbe 18 otrzymujemy 3 * 2 * 3. Problem ten mozemy rozwiazaé¢ dwojako. Albo na koncu
sortujemy otrzymane czynniki, albo stosujemy sito Eratostenesa bez ulepszen, ktére wymusza
kolejnoéé¢ czynnikow.

7.1.4 Wtlasnosci rozkladu liczby na czynniki pierwsze

Dzieki rozktadowi na czynniki mozemy policzy¢ duzo ciekawych wlasnosci liczb.

Najwiekszy wspolny dzielnik

Dla dwéch sfaktoryzowanych liczb a i b mozemy tatwo policzy¢ ich najwiekszy wspélny dzielnik.
WeZmy najwiekszy wspolny podzbiér dzielnikéw pierwszych a i b. Podzbior ten odpowiada
najwiekszemu wspolnemu dzielnikowi tych liczb. Przyklad: a = 2% 2% 2% 3% 5,b = 2 % 2 x
3x 3% 7,nwd = 2 *2x3. Inaczej moéwiac, jezeli dzielnik p wystepuje w rozkladzie a «a razy,
a w rozkladzie b (3 razy, to w rozkladzie NW D(a,b) wystepuje min(a, 3) razy.

Najwieksza wspélna wielokrotnosé

Aby policzyé najwieksza wspdlng wielokrotnosé liczb a i b, sumujemy wszystkie wystapienia
dzielnikéw pierwszych w rozkladzie a oraz b, a nastepnie odejmujemy te z NW D(a,b). Wynika

to stad, ze NWW (a,b) = WM' Przyklad: a =2+2%2%x3%x5b=2%2+3%3*7,nwd =
2% 2% 3% 3, nww = 2*2*2*2;33‘2;3*3*5*7 =2x2x%2x3%x3x5x*7. Inaczej méwiac, jezeli dzielnik p

wystepuje w rozkladzie a « razy, a w rozkladzie b ( razy, to w rozkladzie NW W (a, b) wystepuje
mazx(a, 3) razy.
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Ilos¢ dzielnikéw liczby

Niech a = p{* #p5? % ...xp}*. Wowczas ilosé¢ dzielnikéw liczby a to (ai +1)* (ag+1)*...% (ap+1).
Dlaczego? Liczba b= plil * pg2 S pZ’“ jest dzielnikiem a wtedy, jezeli dla kazdego p;, zachodzi
by < a;. Dla kazdej liczby pierwszej p; mozemy wybraé¢ wykladnik z przedziatu [0, q;] na a; + 1
sposéb. Zatem tacznie jest (a1 -+1)*(ag+1)*...x(ar+1) mozliwosci wyboru. Przyktad: a = 22+31.
Dzielniki to 20 % 30,20 % 31 21 % 30 21 5 31 22 5 30 22 x 31, Jest ich istotnie (2 + 1) * (1 + 1) = 6.

Suma dzielnikéw

Suma dzielnikéw liczby a to (p9* 4 p4* 4. 4l 4+ p9) + (P92 + ..+ Py +pY) *... % (pe* +..+pr+pY).
Zauwazmy, ze po wymnozeniu wszystkich nawiaséw otrzymamy sume (a;+1)*(ag+1)x*...x(ar+1)
sktadnikéw, ktore to beda kolejnymi dzielnikami liczby a.

Funkcja Eulera

Funkcja Eulera méwi nam o ilosci liczb wzglednie pierwszych z n, mniejszych od n. Jest dana
wzorem:

a1—1

p(n) =pP " x (p1 — 1) xp32 !

ap—1

% (p2 — 1) %ok pF Tk (pp — 1).

7.1.5 Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa jest chyba najbardziej znanym algorytmem. Za jego pomocg mozemy szybko
znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb catkowitych a i b. Opiera sie on na dwdch
faktach. Po pierwsze,

jezeli bla, to NWD(a,b) = b.
Tego raczej nie trzeba wyjasnia¢. Po drugie,

przedstawmy a jako a = bt + r, dla caltkowitych ¢ i r. Wéwczas NW D(a,b) =
NWD(b,r).

Dlaczego? NW D(a,b) = NW D(bxt+r,b). Niech d = NW D(a,b), wtedy d|bxt+rAd|b = d|r.
Stad NW D(a,b)|NW D(b,r). Pokaze teraz, ze NW D(b,r)|NW D(a,b). Niech c = NWD(b,r).
clb Aelr = ¢lbxt +r, czyli cla. Stad ¢/NWD(a,b). Skoro NWD(a,b)NWD(b,r) oraz
NWD(b,r)|[NWD(a,b), to NWD(a,b) = NWD(b,r).

Pokazaliémy wtlasnosé rekurencyjng algorytmu Euklidesa, ktéra pozwoli nam szybko poli-
czy¢ wynik. Bedziemy rekurencyjnie wywolywaé algorytm, dopdki a nie jest podzielne przez
b. Zauwazmy, ze w kazdych dwoch krokach algorytmu co najmniej jedna z liczb zmniejszy sie
co najmniej o potowe. W zwiagzku z tym zlozonoéé¢ algorytmu jest logarytmiczna ze wzgledu
na wielko$¢ liczb a i b. Przyktadowa implementacja:

int NWD(int a,int b) {
if (a%b==0) return b;
return NWD(b, a%b ) ;

W N

}

7.1.6 Faktoryzacja n!

Rozwazanie duzych liczb postaci n! i wykonywanie na nich operacji czesto jest mozliwe jedynie
postugujac sie ich rozktadem na czynniki pierwsze. Takie liczby moga osiaga¢ rozmiary milionéw
cyfr, a ich rozklad na czynniki pierwsze pozostanie w akceptowalnym rozmiarze, poniewaz jego
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wielkos¢ jest w logarytmicznym stosunku do wielkoéci liczby. Tak wiec, zajmiemy sie szybka
faktoryzacja liczby postaci n!.

Chcemy szybko umieé¢ odpowiedzie¢ na pytanie, ile razy w rozkladzie na czynniki pierwsze
liczby n! wystapi liczba pierwsza p. Przyjrzyjmy sie przyktadowi.

3
3
2
) 2
1 1 1 1

1

oIo 0 0 oIo oIo -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 g

1 12 13 14 15 16

Liczba 16! Liczba pierwsza p = 2.

Policzenie liczby wszystkich dwdjek w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 16! to inaczej
suma wysokosci wszystkich stupkéw na powyzszym wykresie.

My jednak podejdziemy do tego problemu z nieco innej strony. Sume wysokosci wszystkich
stupkéw mozemy réowniez przedstawié jako: liczba stupkéw o wysokosci co najmniej 4 + liczba
stupkéw o wysokoéci co najmniej 3 4 liczba stupkéw o wysokosci co najmniej 2 + liczba stupkdw
o wysokosci co najmniej 1. Czyli tak jakby zliczamy wysokosci stupkéw warstwami.

To podejscie w tym przypadku jest dobre, gdyz w prosty sposoéb mozemy zliczy¢ liczbe
stupkow wyzszych od pewnej wysokosci. Zauwazmy, ze liczba stupkéw o wysokosci co najmniej
d to inaczej iloéé liczb podzielnych przez p?. A ile jest takich liczb mozemy policzy¢ jako L}%J,
w tym przypadku L;—SJ. Suma wysokosci wszystkich stupkéw to zatem:

n
o1

Lp

J+L]%J+...+L]%J (7.2)

gdzie d jest najwieksza potega, dla ktorej p? < n. W naszym przykladzie

[l + )+ Ll + el =8+4+241=15 (73)

i tyle wlasgnie powinno wyjsc.

Dwumiany Newtona

Korzystajac z szybkiej faktoryzacji silni, mozemy szybko oblicza¢ dwumiany Newtona. Fakto-
ryzujemy liczby n!, k! oraz (n — k)!, a nastepnie skracamy powtarzajace sie¢ czynniki na dole
i na gorze ilorazu. Wymnazamy pozostale na gorze liczby i otrzymujemy wartos¢ dwumianu.
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7.2 Algorytmy réwnolegte

Wyklad: Algorytmy réwnolegle Autor wyktadu: Jacek Tomasiewicz

7.2.1 Wstep

Algorytmy réwnolegte to algorytmy, ktore pozwalaja na wykonywanie w danej chwili wiecej
niz jednej operacji.
7.2.2 Model obliczen

Zeby méc badaé algorytmy réwnolegle, musimy ustalié¢ odpowiedni model obliczen.

Do tej pory pewnie kazdy miatl stycznosé z sekwencyjnym modelem obliczen — jest to maszyna
o dostepie swobodnym (RAM).

My bedziemy rozwazaé¢ réwnolegly model obliczen — rownolegta maszyne o dostepie swobod-
nym (PRAM).

Maszyna PRAM:
e sklada si¢ z n zwyklych sekwencyjnych procesoréw (RAM),
e kazdy z nich ma dostep do wspdlnej globalnej pamieci,
e wszystkie procesory moga jednoczesnie odczytywaé lub zapisywaé do pamieci,

e czas dziatania mierzony jest liczba rownoleglych dostepéw do pamieci.

P p2 ps3 Pn

wspolna pamiec

Kazdy procesor moze w jednej jednostce czasu odwolaé sie do wspdlnej pamieci.

7.2.3 Typy maszyny PRAM
Algorytm dla maszyny PRAM jest algorytmem z:

e jednoczesnym odczytem — CR (concurrent-read) — podczas wykonywania algorytmu wiele
procesoréw moze czytaé z tej samej komorki,

e wylacznym odczytem — ER (exclusive-read) — nigdy dwa procesory nie moga czytac z tej
samej komérki pamieci,

e jednoczesnym zapisem — CW (concurrent-write),

e wylacznym zapisem — EW (exclusive-write).
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Rozrézniamy 4 podstawowe typy maszyn:

e EREW PRAM - wylaczny odczyt, wylaczny zapis,

¢ CREW PRAM - jednoczesny odczyt, wylaczny zapis,

e ERCW PRAM - wylaczny odczyt, jednoczesny zapis,

e CRCW PRAM - jednoczesny odczyt, jednoczesny zapis.

W przypadku CRCW PRAM zaktadamy, ze jesli dwa procesory wpisuja co$ do tej samej
komérki, to muszg wpisywacé to samo.

Analizujac algorytmy réwnolegle zwracamy uwage na liczbe uzytych procesoréw oraz na czas
dziatania.

7.2.4 Przyklady zadan

Warto sprobowaé rozwiazaé kilka problemow.

Wystepowanie elementu

Sprwdzié, czy w tablicy A[l..n| wystepuje jakas jedynka. Maszyna ERCW.

wynik := false
2|lfor i := 1 to n in parallel do
3 if A[i] = 1 then wynik := true;

Liczba procesoréw: O(n), czas dziatania: O(1).

Na maszynie EREW nie da si¢ tego zrobi¢ w czasie O(1).

Minimalny element

Znalez¢ pozycje minimalnego elementu w tablicy A[l..n]. Maszyna CRCW.

for i := 1 ton, j := 1 ton in parallel do
if i <> j and A[i] <= A[j] then M[j] =1
for i := 1 to n in parallel do
if M[i] = 0 then wynik := i

=W NN =

Liczba procesoréw: O(n?), czas dziatania: O(1).

Pierwsza jedynka

Dana jest tablica zero-jedynkowa A[l..n|. Znalezé pozycje pierwszej jedynki (od lewej). Maszyna
CRCW.

1{{for i := 1 ton, j := i+ 1 to n in parallel do
2 if A[i] =1 and A[j] =1 then A[j] := 0

3| for i := 1 to n in parallel do

4 if A[i] = 1 then wynik := i

Liczba procesoréw: O(n?), czas dziatania: O(1).
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Liczbe procesorow mozemy jednak zmniejszy¢. Mozemy wykonaé nastepujace kroki:
1. Podziel tablice A na segmenty dlugosci \/(n)
2. W kazdym segmencie sprawdz, czy jest w nim jedynka.
3. Otrzymujemy ciag zerojedynkowy C' dhugosci ﬂn) jako wynik kroku 2.
4. Znajdz pierwsza jedynke w ciagu C.
5. Znajdz pierwsza jedynke w segmencie odpowiadajacym pierwszej jedynce w C.

Liczba procesoréw: O(n), czas dziatania: O(1).

Suma liczb

Obliczenie sumy liczb w tablicy A[l..n]. Dla uproszczenia zakladamy, ze n jest potega 2. Ma-
szyna EREW.

1. Oblicz sume elementéw 1,2, 3,4, 5,6 ... (wykonujemy w czasie stalym za pomoca O(n)
procesoréw).

2. Otrzymujemy ciag 2 razy krotszy i wracamy do kroku 1.

1||p := n/2

2 || while p > 0 do

3 for i := 1 to p in parallel do
4 Af[i] = A[i] + A[i+p]

5 p := p/2

6 || wynik := A[1]

Liczba procesoréw: O(n), czas dzialania: O(logn).

Poniewaz ciag za kazdym razem zmniejsza sie dwukrotnie, to po log n krokach pozostanie jeden
element, ktéry bedzie réwny sumie wszystkich elementéw tablicy A.

7.2.5 Przeskakiwanie

Metoda przeskakiwania bedzie pozwalala na tworzenie szybkich algorytméw réwnoleglych dla list
(operujemy na wskaznikach).

Aby réwnolegle operowaé na obiektach listy, wygodnie jest zwigzaé¢ z kazdym obiektem od-
powiedzialny za ten obiekt procesor.

Porzadek na liscie

Dane: n elementowa lista L — czyli dla kazdego obiektu i znamy warto$¢ nextli], oznaczajaca
nastepny obiekt na liScie, ostatni element ma next[i] = NIL

Szukane: chcemy policzy¢é wartosé dli], oznaczajaca odleglo$é i-tego obiektu od konca listy.
Ostatni element powinien mieé¢ d[i] = 0, przedostatni d[i] = 1 itd.

Maszyna: EREW

Istnieje proste rozwiazanie o ztozonosci O(n) — n razy przekazujemy odlegloéé w tyl poczy-
najac od konca listy.
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My jednak zajmiemy sie rozwiazaniem o zlozonosci O(logn).

1|| for kazdy procesor i in parallel do

2 if next[i] = NIL then d[i] := 0

3 else next[i] = 1

4 ||while istnieje obiekt i, taki gdzie next[i] <> NIL do
5 for kazdy procesor i in parallel do

6 if next[i] <> NIL then

7 d[i] := d[i] + d[next[i]

8 next[i] := next[next[i]]

Spodjrzmy na rysunek przedstawiajacy rozwiazanie dla przyktadowej listy dtugosci 6.

| /
Y
Y
Y
Y
o

[a] | 1

b] | 2 2 2 2 1 0

[c] | 4 4 3 2 1 0

[d] | 5 4 3 2 1 0

Przebieg algorytmu. Na szaro zaznaczono wierzchotki, ktére wskazujg na NIL.

Dlaczego poprawne?

Dla kazdego obiektu i w kazdej iteracji petli z linijki 4. suma wartosci d w podliscie o poczatku
w 4 jest réwna odleglosci obiektu ¢ od konca listy L.

Dlaczego czas logarytmiczny?

Zauwazmy, ze w kazdym obiegu petli w linijce 4. liczba list zwieksza sie¢ dwukrotnie (powstaje
lista sktadajaca sie z obiektéw o pozycjach parzystych oraz lista z pozycjami nieparzystymi),
natomiast dtugoéci tych list zmniejszaja sie o poltowe. W zwiazku z tym po logn krokach
pozostanie n list dtugosci 1.

7.2.6 Jeszcze kilka przykladow

Ciag sum czesciowych

Wykorzystujac poprzednie rozwiazanie mozemy w prosty sposob obliczaé¢ ciag sum czeSciowych.
Przypomnijmy, ze cigg sum czesciowych ciagu aq, as, ...a,, zdefiniowany jest jako ciag s1, s2, ...Sp,
gdzie s; = s1 + s2 + ...8;.
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1|| for kazdy procesor i in parallel do

2 s[i] := ali]

3 || while istnieje obiekt i, taki gdzie next[i] <> NIL do
4 for kazdy procesor i in parallel do

5 if next[i] <> NIL then

6 s[next[i]] := d[i] + d[next[i]

7 next[i] := next[next[i]]

Liczba procesoréw: O(n), czas dzialania: O(logn).

Korzen w drzewie

Mamy drzewo o n weztach. Dla kazdego wierzcholka znamy wartosé ojciec|i] oznaczajaca ojca
w drzewie. Nalezy znalezé¢ korzen w drzewie. Maszyna CREW.

for kazdy procesor i in parallel do
2 if ojciec[i] = NIL then
3 korzen := i

Liczba procesoréw: O(n), czas dzialania: O(1).

Na maszynie EREW nie da si¢ tego zrobi¢ w czasie O(1).

7.2.7 Zadania

1. Dla danej n-elementowej listy, ktorej niektére elementy sa biale a niektére czarne, nalezy
podzieli¢ ja na dwie listy (tylko biale i tylko czarne). Nalezy zachowaé kolejnosé elementéw
na licie. Maszyna EREW.

2. Sprawdzié, czy ciag nawiasowy dlugosci n skladajacy sie z nawiaséw '(’ 1)’ jest poprawny.
Maszyna EREW.

3. Znalezienie korzenia dla kazdego wierzchotka w lesie drzew sktadajacym sie z n wierzchot-
kéw. Maszyna CREW.
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7.3 Praktyczne zastosowanie STL, czes¢ 11

Wyklad: Praktyczne zastosowanie STL, czesé II Autor wyktadu: Robert Kozikowski

7.3.1 Wstep do wskaznikéow

Najpierw krétki wstep do wskaznikow.

Kazda zmienna, ktéra mamy w programie, ma pewny adres w pamieci. Wskaznik jest
specjalnym rodzajem zmiennej, ktéra, zamiast trzymaé wartosci, trzyma adres w pamieci innej
zmiennej. Podstawy wskaznikow w C++: Deklaracja wskaznika:

1||int xp;

Przypisanie adresu do wskaznika:

int abc;
2 ||int *p = &abc;

Zmiana warto$ci pod wskaznikiem:

int abc;
2 ||int *p = &abc;
3| *p = 3;

W ten sposob zmienna abc otrzymuje warto$é 3.
Jeszcze jedng rzecz warto wiedzie¢ o wskaznikach:

1 || pair<int ,int> abc = make_pair (0,0);
int xp = &abc;
3||p—>first = 3;

Teraz abc = (3,0). Jesli wskaznik wskazuje na zlozong strukture to mozemy od razu dostaé sie
do ktoregos z atrybutéow uzywajac operatora — >.
Oczywiscie moglibySmy napisaé:

1 || pair<int ,int> abc = make_pair (0,0);
int xp = &abc;
3|| (xp). first = 3;

Ale przy wiekszych strukturach musielibySmy dostawiaé¢ duzo nawiaséw, co moze byé niewy-

godne.
Kolejng istotna rzeczg jest to, ze nazwa tablicy jest w istocie wskaznikiem na jej pierwszy ele-

ment. Ponizszy kod powinien rozwiaé czesé watpliwosci:

if(p = q)
cout << 7 Ale_urwal” << endl;

N NS N
-
=]
-+
*
o)
Il

}

Powyzszy kod wypisze nam:

Ale urwal
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Ostatnia interesujaca rzecza jest to, ze jesli dodamy do wskaznika warto$¢ = (typu int), to wskaz-
nik bedzie wskazywal na warto$é¢, ktéry znajduje sie = blokéw dalej w pamieci. Jest to bar-
dzo uzyteczne przy tablicach: Jesli nazwa tablicy wskazuje na 0-wy element tablicy, to nazwa
tablicy+x wskazuje na x-owy element tablicy. Moze to by¢ takze wykorzystywane do odejmo-
wania dwdch iteratoréw od siebie, aby zobaczy¢, ile blokow pamieci jest pomiedzy nimi.

7.3.2 Iterator

Wigkszosé konteneréw w C++4 posiada iterator — typ, ktory stuzy na wskazywanie pojedynczych
elementéw danego kontenera (i chodzenia po sasiednich elementach). Iterator posiada bardzo
wiele analogii do dzialania wskaznikéw i w wielu miejscach mozemy uzywaé¢ obu zamiennie.
Mozemy zauwazy¢ analogie do wskaznikow, gdzie wskaznik wskazuje na pojedynczy blok pa-
mieci, iterator wskazuje na pojedynczy element kontenera (oczywiscie wskaznik i iterator moga
wskazywa¢ na to samo).

vector<int>::iterator it; // deklaracja iteratora

Czyli ogdlniej (typkontenera) :: iterator Tak stworzony iterator nie wskazuje na nic sensow-
nego, wiemy tylko, ze moze wskazywa¢ na elementy vectora zlozonego z intéw. Jesli chcemy,
aby wskazywal na konkretny element, mozemy to zrobi¢ w nastepujacy sposob:

vector<int> V;

vector<int >::iterator itl, it2;
itl = V.begin ();

it2 = V.end ();

> W N

Wszystkie kontenery, dla ktérych mozemy stworzy¢ iterator, posiadaja przypisane sobie dwa
specjalne iteratory — begin i end. Begin wskazuje na pierwszy element kontenera, end wskazuje
na pierwszy fragment pamieci za koncem kontenera. Taka nietypowa wartos¢ end jest spowodo-
wana tym, ze gdyby end wskazywal na ostatni element, to bardzo niewygodnym bytoby przejécie
catego kontenera za pomocs iteratoréw. Dzieki takim wartosciom begin i end przejécie catego
vectora moze by¢ wykonane bardzo prosta petla:

vector<int> V;
for (int i=0; i<5; i++)
V.push_back (i);
vector<int >::iterator it;
for (it = V.begin (); it!=V.end (); it++) {
}

cout << *xit << .7
cout << endl;

0 O U W N

Powyzszy kod wypisze nam:
01234

Powyzszej metody mozna uzyé, jesli chcemy wyrzucié¢ konkretny element z vectora. Jesli w naszej
petli dodamy linie:

1|[if(xit = 2) V.erase(it);

to otrzymamy wynik:
0134

Uwaga: nie nalezy uzywaé¢ powyzszej operacji do kasowania wiecej niz statej liczby elementéw
z vectora, gdyz vector realizuje usuniecie w taki sposéb, ze kasuje dany element i przesuwa
wszystkie pozostale w lewo, wiec ztozonosé tej operacji to O(n).
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7.3.3 Algorytmy wykorzystujace iteratory i wskazniki

W poprzednim wykladzie byly tylko algorytmy, ktore nie wymagaja zadnej wiedzy o vectorach
i wskaznikach, ale i tak nieSwiadomie wykorzystywaliSmy wskazniki i iteratory. Przypomnijmy
sobie, jak korzystaliémy z funkcji sort:

1||sort(V.begin(), V.end());
2 || sort (t, t+WIELKOSC.T); \\ t to nazwa tablicy T[WIELKOSC.T];

Widzimy teraz, ze argumenty, ktore podaliémy funkcji sort, byly to w rzeczywistosci iteratory
badz wskazniki wskazujace poczatek pamieci, badZ jeden element za koncem pamigci, ktora
chcieliSmy posortowac.

STL dostarcza bardzo duzo algorytméw, ale wiekszos¢ z nich moze by¢ zastapiona jedna prosta
petla. Mozna je znalezé na stronie dokumentacji (punkt 5 - Algorithms):

http://www.sgi.com/tech/stl/table_of_contents.html

Na tym wykladzie oméwimy tylko te, ktére sa warte pamietania.
Najpierw wezmy dwie funkcje typowe dla vectoréw — insert i erase. Stosujemy je w nastepujacy
sposdb:

V.insert(it, x); // wstawia element x przed miejsce, na ktére wskazuje iterator it
V.erase(it); // usuwa element, na ktéry wskazuje iterator it
V.erase(itl, it2); // usuwa elementy z przedziatu [itl, it2)

Oba algorytmy dzialaja w czasie O(n).

WezZmy teraz dwa przydatne algorytmy — lower_bound i upper_bound. Sa to STL-owe implemen-
tacje wyszukiwania binarnego — czyli algorytmu, ktéry potrafi w posortowanej tablicy znalezé
dany element w czasie O(logn) — gdzie n to dlugosé tablicy. Przyklad uzycia:

1| vector<int >::iterator itl = lower_bound(v.begin(), v.end(), x);
2 || vector<int >::iterator it2 = upper_bound(v.begin(), v.end(), y);

Lower_bound znajduje nam iterator (badZ wskaznik) w tablicy pierwszego elementu, ktory jest
wiekszy badz réwny x. Upper_bound znajdzie nam indeks pierwszego wigkszego elementu od y.
Wiecej bedzie widaé¢ na przyktadzie:

JeSliz =2,y =3,V =(1,2,2,3,3,4,5) to lower_bound(z) wskaze pierwsza 2 (na indeksie 1),
a upper_bound(y) wskaze 4 (na indeksie 5). Okazuje sie, ze dzieki temu mozemy bardzo tatwo
policzyé, ile jest liczb na przedziale [z, y]. Bedzie to:

1| int ile=upper_bound(v.begin(),v.end(),y)—lower_bound(v.begin(),v.end(),x);

Odejmujemy tutaj od siebie dwa iteratory, a przy sekcji z iteratorami nie powiedzieliSmy, ze jest
to mozliwe (powiedzielismy tylko, ze jest to mozliwe dla wskaznikéw). Spowodowane byto to tym,
ze nie wszystkie iteratory mozna od siebie odejmowaé¢. Mozemy od siebie odejmowaé iteratory
tylko tych kontenerdéw, ktore sg zaimplementowane na ciaglej pamieci. Na tym wyktadzie jedy-
nym kontenerem spelniajacym te warunki jest vector (drugim istotnym jest deque). Przy po-
mocy powyzszej wlasnoéci mozna tatwo zapamietac¢, jak dzialaja oba algorytmy, wystarczy tak
dobra¢ iteraratory, aby ich réznica dawata ile jest liczb na danym przedziale.

Dosyé¢ uzytecznym algorytmem, mimo ze tatwo implementowanym samemu, jest unique. Je-
$li mamy posortowany vector V, to z uzyciem unique mozemy usunaé powtérzenia w tym vec-

torze. Wezmy przyktad uzycia:
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[\V]
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vector<int> v;

sort (v.begin (), v.end());

vector<int >::iterator it = unique(v.begin(), v.end());
v.erase (it , v.end ());

Po powyzszym kodzie vector v jest posortowanym vectorem bez powtérzen. Po uzyciu unique
vector jest zmieniony w taki sposéb, ze od wv.begin() do it — 1 posiadamy wersje vectora v
bez powtérzen (gdzie it — iterator zwracany przez unique). Chcemy sie pozby¢ tej ostatniej
czedel vectora, wiec usuwamy przedzial [it, v.end()]. Ponizszy kod powinien rozjasni¢ powyzsze:
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#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;
void wypisz(vector<int> v) {
for (int 1=0; i<v.size ();
cout << v[i] << 7.7
cout << endl;

i++)

}

int main() {

vector<int> v;

for (int i=0; 1<9; i++)
v.push_back (rand ()%8);

wypisz(v);

sort (v.begin (), v.end());

wypisz (v);

vector<int >::iterator it = unique(v.begin(), v.end());

wypisz(v);

v.erase (it , v.end());

wypisz(v);

return 0;

}

Przyktadowy wynik:
761317241
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12
12

677
677
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7.3.4 Lista

List, to STL-owa implementacja listy — w skrocie struktura, w ktérej elementy ze srodka mozemy
usuwaé w czasie staltym, ale za to dostep do dowolnego elementu ze $rodka listy jest liniowy.
Aby korzystaé z list, musimy dodaé linie:

#include <list>

Liste mozemy przechodzié¢ tylko iteratorem, robimy to tak jak w vectorze, tylko nazwe vector
zamieniamy na list:

T W N =

list <int> L;

list <int >::iterator it;
for (it = L.begin (); it!=L.end(); it++)

) )

cout << it << .73
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Lista podstawowych, prostych funkcji listowych:

list<int> L

L.size(Q); // zwraca wielkoS§¢ listy. UWAGA: czas 0(n)
if(L.empty()) {...} // sprawdzamy czy lista jest pusta
L.push_front(x); // dodanie x na poczatek listy
L.push_back(x); // dodanie x na koniec listy
L.pop_£front(); // zabranie elementu z poczatku listy
L.pop_back(); // zabranie elementu z koica listy

// UWAGA: gdy lista pusta - btad kompilacji
L.insert(it,x); // wstawia element x przed iterator it
L.clear(); // czysci liste
L.sort(Q); // sortuje liste w czasie 0(n log n),

// UWAGA: iteratory dalej wskazuja na te same elementy.
L.reverse(); // odwrécenie listy
L.remove(x); // usuwa wszystie wystgpienia x w liScie w czasie 0(n)
L.erase(it); // usuwa element na pozycji it.

Bardzo czesto popelnianym bledem przy funkcji erase jest to, ze zapominamy, iz po jej uzyciu
iterator, ktoéry wskazywal na usuniety element, nie wskazuje teraz na zaden konkretny element
listy. Jesli chcemy skasowaé jaki$ element i mimo to zapamietaé, gdzie jestesmy (np. przesunaé
sie do nastepnego elementu), musimy zrobié¢ to recznie, wykorzystujac tymczasowy iterator
Przyktad:

list <int> L;

list <int >::iterator it = v.begin ();
list <int >:: iterator it_tmp = it;
it 4+

L.erase (it_-tmp);

O W N =

7.3.5 Zbidr i multizbiér

Aby korzystaé ze zbioru (set) i multizbioru (multiset), musimy dodaé linie:
#include <set>

Set to struktura, do ktérej mozemy wkladaé/wyjmowaé i wyszukiwaé elementy i ktéra trzyma
je w kazdej chwili posortowane. Dzieki temu wiekszos¢ operacji na secie jest w czasie O(logn).
Set rézni sie od multiseta tym, ze set trzyma co najwyzej jeden element danego typu, a multiset
moze trzymaé kilka takich samych elementéw. Lista podstawowych operacji:

set<int> S;

S.insert (x); // dodanie x do seta

S.erase(x); // usuniecie wszystkich wystapied x z seta/multiseta.
S.erase(it); // usuniecie elementu spod iteratora it

S.clear(); // wyczyszczenie catego seta

if(S.empty()){...} // sprawdzenie czy set jest pusty

S.size(); // liczba elementéw seta/multiseta

S.find(x); // znajduje iterator elementu x, gdy nie ma zwraca S.end()

S.lower_bound(x); // znajduje iterator pierwszego elementu wiekszego lub réwnego x
S.upper_bound(x); // znajduje iterator pierwszego elementu wigkszego od x

Set mozemy przejs¢ iteratorem tak samo jak liste. Przejdziemy elementy kolejno od najmniej-
szego do najwiekszego. Przy usuwaniu iteratora w secie tez nalezy tworzy¢ tymczasowy iterator,
jesli chcemy zapamietaé miejsce, w jakim jestesSmy.
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7.3.6 Mapa

Aby korzystaé¢ z mapy (map), musimy dodaé linie:
#include <map>

Mapa w pewnym sensie przypomina tablice, z ta réznica, ze indeksami moga byé¢ dowolne po-
réwnywalne obiekty (string, float, double, int, itp.). Gléwna réznica jest to, ze program, zamiast
dostaé¢ informacje jaki jest zbidr indeksow, powieksza zbiér indekséw przy dodawaniu nowych
elementéw do mapy. Indeks moze niektéorym kojarzyé si¢ z liczba naturalna, wiec bedziemy
uzywadé teraz stowa klucz. Zatem mapa jest w istocie zbiorem par (klucz, warto$é). Stworzenie

mapy:
map<string, int> M;

Tak stworzona mapa przypisuje réoznym stringom wartosci int. Jedyny warunek, jakie musza
spelniaé¢ oba typy, jest taki, ze pierwszy z nich musi byé¢ poréwnywalny za pomocg operatora <.
Dodawanie obiektu do mapy:

M["ala"] = 123;

Taka operacja przypisuje stringowi ’'ala’ wartosé¢ 123. Jesli byta wczesniej przypisana wartos$cé
stringowi ’ala’, to zostaje nadpisana przez nowa wartosc.
Sprawdzanie obiektu w mapie:

cout << M["jacekplacek"];

Taki sposéb wypisze warto$¢ przypisana stringowi ’'jacekplacek’. Jesli nic nie bylo przypisane
danemu stringowi, to wypisana zostanie wartosé¢ zerowa danego typu (czyli taka, jak deklarujemy
obiekt danego typu globalnie). Nawet odwotlanie sie do nieistniejacego obiektu w mapie dodaje
ten obiekt do mapy w parze (x,0) — bedzie to istotne, gdy bedziemy przegladaé wszystkie indeksy
w mapie. Mape mozemy przej$¢ iteratorem:

map<string , int> M;

for (map<string ,int >::iterator it = M.begin(); it != M.end (); it++) {
cout << it—>first << ’,’ << it —>second << endl;
}

T W N =

Powyzszy kod wypisze w kolejnych liniach pary (klucz, warto$é). Dla danego iteratora it— >
first to klucz, a it— > second to warto$¢ (dla przypomnienia co znaczy — > nalezy sie cof-
naé¢ do czedci ze wskaznikami). FElementy zostana wypisane po posortowanym it— > first.
Wszystkie it— > first beda rézne.

7.3.7 Przeladowanie operatora

W wigkszosci poprzednich algorytmow i struktur danych elementy byty poréwnywalne za po-
moca znaku < (STL nawet sprawdza, czy elementy sa réwne, za pomoca znaku <, a jest réwne
b, gdy a nie jest mniejsze od b i b nie jest mniejsze od a). Czyli jesli dla znanego typu danych
lub znanej struktury powiemy jak mozna je poréwnaé za pomocag znaku <, to wszystkie algo-
rytmy i struktury, ktére wykorzystywalty dany operator, beda dziala¢ z nowym operatorem (set,
map, sort, lower_bound, itd.). Operator mozemy przetadowaé¢ dodajac pod deklaracja struk-
tury, a przed wykorzystaniem danego operatora w programie. Mozemy to zrobi¢ w nastepujacy
sposbb:
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#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;
struct butelka {
string nazwa;
double procenty;
double litry;
b
bool operator<(const butelka& a, const butelka& b) {
return (a.procenty x a.litry) < (b.procenty * b.litry);
}

int main() {
butelka bl,b2;

if (b1<b2) {

}

Powyzszy kod ,tworzy” operator <, ktérym mozemy poréwnaé¢ dwie butelki. Operator ten ma
odpowiedzie¢ na pytanie: czy obiekt a jest mniejszy od b. Zatem jedli jest to prawda, musi
zwracac true, a jesli jest to falszem, musi zwracaé false. Dla doubli juz istnieje interesujacy nas
operator, wiec mozemy wykorzysta¢ operator poréwnujacy double w naszym kodzie. Mozemy
powyzszy kod bardziej uszczegbdlowic:

© 00 N O U i W N

bool operator<(const butelka& a, const butelka& b) {
if( (a.procenty % a.litry) = (b.procenty * b.litry) ) {
return a.nazwa < b.nazwa;
}

else return (a.procenty * a.litry) < (b.procenty * b.litry);

}

Tak stworzony operator dodaje dodatkowy warunek, ze jezeli dwie butelki sg rowne wzgledem
poprzedniego operatora, poréwna je po nazwie. Czasem wygodnie jest dodaé¢ poréwnanie po nie-
interesujacej nas wartosci, zeby dla seta obiekty byly rozréznialne.

Czasem chcemy posortowaé wektor po jakiej$ wartosci, a nastepnie posortowaé ten sam

wektor po innej wartosci. Oczywiscie mozemy stworzy¢ dwie rézne struktury, dla kazdej stworzyé
operator i za kazdym razem, jak chcemy posortowaé po innym kryterium, kopiowaé caty wektor,
ale przy niektérych programach moze to by¢ skrajnie niewygodne. Mozemy do tego uzy¢ funkeji

poréwnujacej:
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1||#include <iostream>

2 [|[#include <algorithm>

3 [|[#include <vector>

4 || using namespace std ;

5| struct butelka {

6 string nazwa;

7 double proceny;

8 double litry;

9}

10 || bool porownajl (const butelka& a, const butelka& b) {

11 return (a.proceny x a.litry) < (b.procenty * b.litry);
12 (|}

13 || bool porownaj2(const butelka& a, const butelka& b) {

14 if ( (a.procenty * a.litry) = (b.procenty * b.litry) ) {
15 return a.nazwa < b.nazwa;

16 }

17 else return (a.procenty * a.litry) < (b.procenty % b.litry);
18 }

19 ||int main() {

20 butelka bl,b2;

21 vector<butelka> v;

22 sort (v.begin(), v.end(), porownajl);

23 sort (v.begin(), v.end(), porownaj2);

24 || }

Whszystkie struktury oraz algorytmy posiadaja opcje uzycia dowolnej funkceji poréwnujacej. Przy
algorytmach zazwyczaj nazwe funkcji poréwnujacej dodaje sie po przecinku. Przy niektorych
strukturach moze by¢ inaczej, po doktadna informacje o kazdej strukturze nalezy zajrzeé¢ do do-
kumentacji.

7.3.8 Stabilne sortowanie

Stabilne sortowanie, czyli stable_sort. ZauwazyliSmy przed chwila, ze dwa obiekty, ktére sa
wedlug STL ,réwne”, nie musza by¢ w rzeczywistosci takie same. Sort moze dowolnie przestawic
obok siebie rowne elementy. Jesli chcemy, aby elementy ,réwne” byty zachowane w takiej samej
kolejnosci, jak byty w vectorze przed sortowaniem, nalezy uzy¢ stable_sort.
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"ROSERWY 2010

== 0b6z informatyczno - matematyczny

Z.adania

8.1 Dzien prébny

Zadanie: Pociag Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 0, 19.09.2010

Pociag

Maty Jacus dostal od mamy pociag ztozony z n wagonéw. Po dokladnym obejrzeniu kazdego
z nich stwierdzil, ze na odwrocie wagonéw znajduje sie numer seryjny ztozony z matych liter
alfabetu angielskiego.

Maly Jacu$ moze ukladaé¢ wagony w dowolnej kolejnosci, budujac w ten sposéb pociag (za-
wsze z n wagonéw), ktéry po odwrdceniu tworzy pewien tekst w. Znudzilo mu sie to dosé
szybko, poniewaz chcial zaja¢ si¢ informatyka. W zwigzku z tym wymyslit zadanie.

Poprosit mamusig, aby napisata na kartce pewien tekst t. Tekst w uznal za wzorzec, ktérego
bedzie szukal w tekscie t. Jacu$ chcee policzyé sume wystapien wszystkich wzorcéw (zbudowanych
z kazdej permutacji pociagu) w tekscie ¢.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejécia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 10). W n ko-
lejnych wierszach znajduje sie tekst w; oznaczajacy numer seryjny i — tego wagonu (dlugosé
numeru seryjnego nie przekracza 10°). W kolejnym wierszu znajduje sie tekst ¢ (dtugoéé tekstu
t nie przekracza 109).
Wyjscie

W jedynym wierszu wyjécia powinna znalez¢ sie jedna liczba catkowita, réwna sumie wysta-
pien wszystkich wzorcéw.

127



8.1. DZIEN PROBNY ROZDZIAL 8. ZADANIA

Przyktad

dla danych wejéciowych:

2

ala

ma
alamaalama

poprawnym wynikiem jest:

3
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8.2 Dzien pierwszy

Zadanie: Zegary Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamie¢: 64 MB Dzien 1, 20.09.2010

Zegary

W Bajtocji mieszka zegarmistrz Gustaw, ktéry od wielu lat naprawia zegary. W jego zakla-
dzie mozna znalez¢é mnéstwo starych zegaréw. Interesujace moze by¢ to, ze wszystkie zegary sa
wskazéwkowe. Kazdy z nich posiada 2 wskazoéwki: bajtogodzinng i bajtominutowa. Obie wska-
zOwki poruszaja sie w prawg strone. Bajtogodzina w Bajtocji zawsze trwata 100 bajtominut,
dlatego tez wszystkie zegary posiadaja podziatke na 100 bajtominut. Dlugosé dnia w Bajtocji
czesto sie zmieniala, stad zegary posiadaja niekoniecznie taka sama podziatke na bajtogodziny.

Zegarmistrza chce odwiedzi¢ krol, dlatego tez Gustaw postanowil zrobié¢ jak najlepsze wra-
zenie. Stwierdzil, ze krélowi spodoba sie, jesli wszystkie zegary beda wskazywaly taki sam czas.
W tej chwili kazdy z zegaréw jest wytaczony. Gustaw nie moze przestawiaé recznie zegardw,
gdyz sa one bardzo stare i mogltyby ulec zniszczeniu. Moze natomiast uruchomié jeden dowolny
zegar i poczekaé tyle bajtominut, o ile chce przestawié¢ dany zegar. Nie moze uruchamiaé¢ dwoéch
zegarow jednoczesnie. Poméz Gustawowi wybraé bajtogodzine i bajtominute, ktérg maja wska-
zywaé wszystkie zegary, aby czas potrzebny na ich przestawienie byt jak najkrétszy.

Wejscie
Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe catkowita n (1 < n < 10). W n nastepnych
wierszach znajduja sie opisy i — tego zegara w postaci trzech liczb catkowitych g;, m;, p; (0 <

gi < pi < 10°), oznaczajacych odpowiednio liczbe bajtogodzin, wskazywanych aktualnie przez
i-ty zegar, liczbe bajtominut oraz wielko$¢ podziatki bajtogodzinnej i-tego zegara.

Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé¢ dwie liczby catkowite: liczbe bajtogodzin

i liczbe bajtominut, ktore bedzie musial czekaé¢ Gustaw.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

3

12 20 16
1 10 15
1 10 18

poprawnym wynikiem jest:

4 90

Wyjasnienie: Wszystkie zegary ustawiamy na 1:10.
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Zadanie: Cykl Autor zadania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Cykl

Masz podany skierowany graf z wagami na krawedziach. Twoim zadaniem jest znalezienie
cyklu w tym grafie o jak najwiekszej sredniej wadze krawedzi.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduja sie dwie liczby catkowite dodatnie n, m
(2 < n < 100,2 < m < 10%), oznaczajace odpowiednio liczbe wierzchotkéw oraz krawedzi grafu.
W kolejnych m wierszach znajduje si¢ opis kolejnych krawedzi w postaci trzech liczb a,b, ¢ (1 <
a,b<n,a<>b0<c<10%. Oznacza to, ze istnieje krawedz z wierzchotka a do wierzcholka b

o wadze krawedzi c. Miedzy kazda parg wierzchotkéw bedzie istniata co najwyzej jedna krawedz
w kazda strone.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna si¢ znajdowaé jedna liczba rzeczywista,
rowna maksymalnej $redniej wadze cyklu w podanym grafie. Liczba ta powinna by¢ zapisana

z dokladno$cia do 4 miejsc po przecinku. Mozesz zatozy¢, ze w grafie zawsze bedzie istnial jakid
cyKl.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

G N WN o
B0 BR R, WO
TR, WO

100
poprawnym wynikiem jest:

3.6667
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Zadanie: Smieszny konkurs informatyczny Autor zadania: poj.org (tlumaczenie: A. Jaskoétka)

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Smieszny konkurs informatyczny

Olgierd — gtéwny bohater tego zadania, jest tak samo jak Wy uczniem liceum. Stara sie roz-
wiazywaé zadania na réznych serwisach, aby zosta¢ finalista Polskiej Olimpiady Informatycznej.

Kolejnym etapem jego przygotowan jest SKI - Smieszny Konkurs Informatyczny. Jak sama
nazwa wskazuje, jest to konkurs informatyczny. Na dodatek $mieszny. Konkurs sktada sie
z wielu rund ktére moga sie na siebie dowolnie naktadaé¢ czasowo. Na kazda runde organizatorzy
przygotowali jedno zadanie. Olgierd wprawdzie nie zna jeszcze zadan, ale juz ustalil sobie,
ile czasu poswieci na kazda runde, oraz ustalil, Zze jak raz sie zabierze za jakie$ zadanie, to bedzie
je robit bez przerwy tyle czasu ile ustalit. W jednej chwili chlopiec moze odda¢ sie jedynie
jednemu zadaniu i nie zacznie robi¢ zadnego zadania przed rozpoczeciem danej rundy (przeciez
nie zna zadan) ani nie ma zamiaru robi¢ zadania po zakonczeniu rundy, w ktérej ono byto (bo i
po co). Jako ze zadania na SKI sg bardzo trudne, to czas, ktéry Olgierd poswieci na kazdg runde,
jest wiekszy niz polowa czasu trwania catej rundy. Olgierd moze robi¢ zadania bez przerwy —
nadmiar kawy robi swoje.

Chtopak chcialtby wiedzieé, czy moze na kazde zadanie po$wiecié¢ tyle czasu, ile ustalil, ale nie
chce marnowaé swojego cennego czasu na zastanawianie sie nad tym, wiec powierzyl to zadanie
konkurencji na SKI — czyli Wam.

Wejscie

W pierwszej linii znajduje sie jedna liczba catkowita z, oznaczajaca liczbe zestawéw danych
do rozpatrzenia.

W pierwszej linii kazdego zestawu danych znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n <
2% 10°), oznaczajaca liczbe rund SKI. W kolejnych n liniach opis kazdej rundy w postaci trzech
liczb catkowitych a;, b;,¢; (0 < ai < bi < 109,% < ¢ < b — a;), oznaczajace, ze i-ta
runda zaczyna sie w a;-tej jednostce czasu, konczy sie w b;-tej jednostce czasu, oraz Olgierd

chce poswiecié na te runde ¢; jednostek czasu. Suma n we wszystkich zestawach danych nie
przekroczy 106.

Wyjscie

Dla kazdego zestawu danych jedno stowo "TAK’, jezeli Olgierd moze zrealizowaé swéj plan,
badz 'NIE’ jezeli jest to niemozliwe.
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8.2. DZIEN PIERWSZY

ROZDZIAL 8. ZADANIA

Przyktad

dla danych wejéciowych:

N =~ N~ ~= NN
N
[y

53
31

poprawnym wynikiem jest:

TAK
NIE
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ROZDZIAL 8. ZADANIA 8.3. DZIEN DRUGI

8.3 Dzien drugi

Zadanie: Najdluzsze rosngace podciagi Autor zadania: Yukasz Jocz

Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Najdluzsze rosnace podciggi

Twoim zadaniem jest obliczenie liczby najdtuzszych rosnacych podciagéw ciagu A modulo
liczba m.
Wejscie

W pierwszej linii wejscia znajduja sie dwie liczby catkowite n i m (1 < n < 500000, 1 < m <
10?), odpowiednio dtugoéé ciaggu A i liczba m.

W nastepnym wierszu n liczb calkowitych — kolejne elementy ciagu A (0 < a; < 10%).
Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjécia powinien zawieraé jedna licze catkowita — liczba najdiuz-
szych rosngcych podciagéw modulo m.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

4 10
3254

poprawnym wynikiem jest:

4
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8.3. DZIEN DRUGI ROZDZIAL 8. ZADANIA

Zadanie: ABC Autor zadania: Lukasz Jocz

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 2, 21.09.2010

ABC

Dane sg dwa ciagi znakéw X 1Y, sktadajace sie z liter ’a’,’b’ i ’c’. Nalezy znalez¢ najdtuzszy
niemalejacy wspélny podciag ciagow X i Y. Inaczej moéwiac, nalezy znalezé najdluzszy ciag,
ktory:

e jest podciagiem ciagéw X 1 Y, czyli da sie go otrzymaé przez usuniecie pewnych liter
z ciggdéw X 1Y

e jest niemalejacy pod wzgledem kolejnoéci liter w alfabecie, czyli przed wystapieniem litery
v nie wystapi litera o wickszym kodzie ASCII niz v.

Dtugoséci ciagéw X i Y nie przekraczaja 200000.
Wejscie
W pierwszej linii znajduja sie dwie liczby catkowite n i m (1 < n,m < 200000), oznaczajace
dtugoéci ciagéw X i Y.
W drugiej linii znajduje si¢ ciag X, a w nastepnej Y.
Wyjscie

W pierwszym wierszu nalezy wypisa¢ dlugoéé najdluzszego ciggu spelniajacego warunki
zadania.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

56
cabbc
bacbcc

poprawnym wynikiem jest:

3

Wyjasnienie: Najdluzszy ciag spelniajacy warunki zadania to ,abc”.
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ROZDZIAL 8. ZADANIA 8.3. DZIEN DRUGI

Zadanie: Ciezkie klocki Autor zadania: Damian Rusak (informatyka.wroc.pl)

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Ciezkie klocki

Maty Bobbie otrzymatl na urodziny zestaw klockéw. Jego rodzice wiedzieli dobrze, Ze nie
jest to zbyt oryginalny prezent i gdzies juz styszeli o dzieciach otrzymujacych rézne odmiany
stymulujacych intelektualnie klockéw. Postanowili wiec tym razem postawié¢ nie na rozmiar,
lecz na wage. Kazdy z fascynujacych klockéw ma swoja wage, wyrazajaca sie dodatnia liczbg
calkowita. Zadne dwa klocki nie wazg tyle samo. Na nieszczeécie dla Bobbiego, jego rodzice sa
mitosnikami zagadek logicznych, postanowili wiec przerwac¢ jego beztrosko prymitywna zabawe
i przygotowaé dla niego zadanie do wykonania.

Klocki zostaly ustawione w rzedzie, jeden obok drugiego. Rodzice wyjasnili Bobbiemu,
ze klocki sa tak skonstruowane, ze jesli ktorys z nich zostanie popchniety w jedng ze stron,
to przewrdci wszystkie 1zejsze od niego (na zasadzie domina) po tej stronie, az do pierwszego
klocka ciezszego niz ten popchniety badz do pierwszego miejsca, gdzie jest przewrdcony wcezesniej
klocek. Z usmiechami na ustach zaproponowali Bobbiemu, ze jesli uda mu si¢ znalezé sposob
na przewrdcenie wszystkich klockéw w najmniejszej mozliwej liczbie ” popchnieé”, to bedzie mogt
powrdéci¢ do swych poprzednich infantylnych zabaw.

Oczywiscie Bobbie ani mys$li sie tym zajmowacé, woli oglada¢ wzorki na dywanie. Ale Ty mo-
zesz podjaé¢ wspanialy zamiar i poméc Bobbiemu poprzez napisanie programu, ktéry odnajdzie
zadang liczbe popchnieé¢ klockow.

Wejscie
Pierwsza linia wejscia zawiera liczbe catkowitg n — liczbe klockéw. (1 < n < 10%). W kolejnej

linii znajduje sie n réznych liczb catkowitych z przedziatu od 1 do 10° — wagi kolejnych klockéw
ustawionych w rzedzie.

Wyjscie
Jedyna linia wyjscia powinna zawiera¢ jedng liczbe — najmniejsza liczbe popchnieé¢ klockdw
potrzebng do przewrdcenia ich wszystkich.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

7
35721614

poprawnym wynikiem jest:

2

Zadanie opublikowane dzieki uprzejmosci Wroctawskiego Portalu Informatycznego.
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8.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 8. ZADANIA

8.4 Dzien trzeci

Zadanie: Guziki Autor zadania: Joanna Bujnowska, Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé¢: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Guziki

Mi$ Jogi wymyslil sobie nowa zabawe. Ulozyl na stole kwadrat z n? guzikéw i zastanawia
sie, ile jest takich prostych przechodzacych przez guzik lezacy na srodku kwadratu, zeby liczba
guzikéw lezacych na kazdej z tych prostych byla réwna g. Zaktadamy, ze guziki sg punktami
na plaszczyznie.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu wejscia znajduja sie dwie liczby catkowite n i g (1 < g <
n < 2105, n nieparzyste).

Wyjscie

W jedynym wierszu wyjscia powinna znalez¢ sie jedna liczba catkowita roéwna liczbie prostych
7 tresci zadania. Jezeli liczba prostych jest wieksza od 10'2 wypisz —1.

Przyktad

dla danych wejsciowych:
33
poprawnym wynikiem jest:

4
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ROZDZIAL 8. ZADANIA 8.4. DZIEN TRZECI

Zadanie: Pokoje Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Pokoje

W bajtockim hotelu ukryl sie tajny szpieg Pitus. Obawiajac sie, ze ktos zna numer pokoju,
w ktérym sie znajduje, poprzekrecal on w nocy niektére 9 na 6, a niektére 6 na 9.

W poszukiwaniu szpiega do hotelu przybyt agent Dejf. Udato mu sie juz dowiedzieé, w kto-
rym pokoju zakwaterowat sie Pitus oraz poznaé fakt poprzekrecania 6 i 9. Niestety Dejf zna tylko
numer pokoju Pitusia przed przekreceniem. Agent zastanawia sie teraz, ile pokoi musi sprawdzi¢,
aby mie¢ pewnos¢, ze znajdzie szpiega.

Wiedzac, ile pokoi znajduje sie w hotelu oblicz, ile pokoi musi sprawdzi¢ Dejf. Wystarczy,
ze podasz reszte z dzielenia pokoi przez 107 — 3.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita h (1 < h < 101000000)
oznaczajaca liczbe pokoi w hotelu. W drugim wierszu wejécia znajduje si¢ jedna liczba catkowita
n (1 < n < h), oznaczajaca numer pokoju, w ktérym zakwaterowal sie Pitus.
Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjécia powinna znalezé sie jedna liczba catkowita, rowna
reszcie z dzielenia przez 107 — 3 pokoi, ktére musi sprawdzié Dejf.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

1000
690

poprawnym wynikiem jest:

4
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8.4. DZIEN TRZECI ROZDZIAL 8. ZADANIA

Zadanie: Przyjazne punkty Autor zadania: acm.sgu.ru (tltumaczenie: Adrian Jaskotka)

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 3, 22.09.2010

Przyjazne punkty

Na plaszczyznie mamy n punktéw. Kazdy punkt ma rézna wspélrzedna x oraz y (nie ma
takich dwoch punktéw, ktérych wspdirzedne z-owe sa takie same, oraz nie ma takich dwoch
punktéw, ktérych wspoétrzedne y-owe sa takie same).

Moéwimy, ze dwa punkty sa przyjazne sobie nawzajem, gdy prostokat o bokach réwnoleglych
do osi wspélrzednych oraz tych dwéch punktach w naprzeciwlegltych wierzchotkach nie zawiera
wewnatrz siebie zadnego innego punktu. Twoim zadaniem jest policzenie liczby par przyjaznych
punktéw.

Wejscie

W pierwszej linii znajduje si¢ jedna liczba catkowita n (1 < n < 10°), réwna liczbie punktéw.
W kolejnych n liniach znajduja sie wspétrzedne kolejnych punktéw (0 <,y < 10).

Wyjscie
W pierwszym wierszu wyjscia powinna sie znalez¢ jedna liczba catkowita, réwna liczbie par
przyjaznych punktéw.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

W N~ OB
S W N+

poprawnym wynikiem jest:

5
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ROZDZIAL 8. ZADANIA 8.5. DZIEN CZWARTY

8.5 Dzien czwarty

Zadanie: Dziwna planeta Autor zadania: acm.sgu.ru (tlumaczenie: Adrian Jaskétka)

Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 4, 23.09.2010

Dziwna planeta

Pewnego razu gdzie$ tam sobie istniata n-wymiarowa przestrzen. Znajdowala sie tam réw-
niez pewna dziwna planeta. Jedna z jej przedziwnych cech byt jej ksztalt — n-wymiarowy hiper-
szescian o jednostkowej dtugosci boku. W kazdym wierzchotku planety znajdowato sie pewne
dziwne miasto.

Terytorium tej planety zostato podzielone miedzy trzy wrogie krélestwa. Jednak kilka miast
oglosito swoja niezalezno$¢ — nazwijmy je neutralnymi. i-te miasto jest niezalezne, jesli di(i) =
do(i) = d3(i), gdzie d;(i) oznacza odlegtos¢ miedzy i-tym miastem oraz stolica j-tego krélestwa.
Wszystkie odlegtoéci liczone sg przy pomocy metryki miejskiej.

Twoim zadaniem jest obliczenie liczby neutralnych miast. Ze wzgledu na to, ze wynik moze
by¢ duzy, wystarczy wypisaé¢ go modulo 10? + 7.

Wejscie

Wejscie zawiera trzy linie. W kazdej linii znajduja sie wspdirzedne stolicy kolejnego krolestwa
w postaci liczby binarnej dtugosci n (1 < n < 10°).
Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna si¢ znalez¢ jedna liczba catkowita rowna
liczbie neutralnych miast modulo 109 + 7.

Przyktad

dla danych wejéciowych:

01
01
10

poprawnym wynikiem jest:

2
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8.5. DZIEN CZWARTY ROZDZIAL 8. ZADANIA

Zadanie: Kupiec Autor zadania: Jacek Tomasiewicz

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 4, 23.09.2010

Kupiec

W Bajtlandii sie¢ drog miedzy miastami jest taka, ze miedzy dwoma dowolnymi miastami
istnieje dokladnie jedna droga (bezposrednia lub posrednia).

Pewien kupiec przyjechal do Bajtlandii w celach zarobkowych. Pierwszego dnia chciatby
zamieszka¢ w dowolnym miescie (miasto poczatkowe), a nastepnie udaé sie¢ do wybranego miasta
(miasto konicowe). Kupiec na drodze z jednego miasta do drugiego nie moze dwa razy odwiedzié
tego samego miasta (ze wzgledu na przepisy prawne Bajtalndii). Chcialby jednak wybraé¢ miasto
poczatkowe i koncowe w taki sposob, aby jego zarobek byt jak najwiekszy.

Kupiec zarabia poruszajac sie pomiedzy miastami. Dla kazdego bezposredniego potaczenia
wiemy, ile bajtalaréw kupiec zarobi lub straci.

Poméz wybraé kupcowi dwa miasta tak, aby jego zarobek byl jak najwiekszy (w szczegdlnosci
miasto poczatkowe i koficowe moze by¢ tym samym miastem).

Wejscie

W pierwszej linii wejécia znajduje sie jedna liczba catkowita n (2 < n < 10%). W nastepnych
n — 1 wierszach znajduja sie po trzy liczby catkowite a,b,z (—10° < 2 < 10?), oznaczajace,
ze istnieje bezposrednie potaczenie miedzy miastami a i b, w ktérym kupiec zarobi z bajtalaréw
(ujemne x oznacza strate kupca).
Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna znalezé si¢ jedna liczba caklkowita ozna-
czajaca maksymalny zarobek kupca.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

g wddh WL o,
DO W N W
N N W

S

poprawnym wynikiem jest:

6
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ROZDZIAL 8. ZADANIA 8.5. DZIEN CZWARTY

Zadanie: Materialy wybuchowe Autor zadania: Robert Kozikowski (pomyst z CodeJam)

Dostepna pamigé: 64 MB Dzien 4, 23.09.2010

Materialy wybuchowe

Dostates kontrakt na przewdz materialéw wybuchowych. Dysponujesz n ciezaréwkami, kazda
0 pojemnosci ;.

Dla kazdej ciezaréwki musisz zaplanowaé, jak zapakowaé ja materiatami wybuchowymi. Nie-
stety kazda ciezaréwka musi by szczelnie wypelniona materiatami wybuchowymi, gdyz w innym
wypadku podczas przewozu materialy moga ulec uszkodzeniu. Masz do dyspozycji k réznych
rodzajow materialow wybuchowych o réznych wielkosciach y;. Kazdego z materialéw mozesz za-
wsze wyprodukowacé tyle, ile potrzebujesz. Ze wzgledu na szybkosé pakowania i roztadowywania
ciezaréwek zalezy ci, aby do zapakowania ciezaréwki uzy¢ jak najmniej materiatéw.

Policz, ile materialéw uzy¢ dla kazdej ciezarowki.

Wejscie

W pierwszej linii wejcia znajduja sie dwie liczby catkowite n, k (1 < n < 1000,1 < k£ < 100),
oznaczajace odpowiednio ile jest ciezaréwek oraz ile jest rodzajow materialow wybuchowych.
W nastepnych k& liniach znajduja sie kolejne wielkosci kolejnych rodzajéw materiatéw y;, (1 <
yi < 10°). Mozna zalozyé ze dwa dowolne rodzaje materialéw maja zawsze rézne wielkosci.
W nastepnych n liniach znajduj si¢ wielkoéci kolejnych ciezaréwek z; (1019 < z; < 1017).

Wyjscie
Na wyjsciu w kazdej z kolejnych n linii powinna znalez¢ sie pojedyncza liczba w;, méwiaca ile

najmniej materialéw wybuchowych nalezy uzy¢, aby szczelnie zapakowaé i-ta ciezaréwke, badz
pojedyncze stowo 'NIE’ jesli jest to niemozliwe.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:

32

10000

10100
10000000000
10000000001
10000000002

poprawnym wynikiem jest:

990100
NIE
NIE
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8.6. DZIEN PIATY ROZDZIAL 8. ZADANIA

8.6 Dzien pigty

Zadanie: Najdluzszy, wspélny, rosnacy Autor zadania: Yukasz Jocz

Dostepna pamieé¢: 64 MB Dzien 5, 24.09.2010

Najdtuzszy, wspdélny, rosnacy

Twoim zadaniem jest znalezienie najdtuzszego wspdlnego rosnacego podciagu danych ciagdw
AiB.
Wejscie

W pierwszej linii wejécia znajduja sie dwie liczby catkowite n i m (1 < n,m < 2000) —
dtugosci ciagéw A i B.

W nastepnych dwoch liniach znajduja sie ciagi A i B, sktadajace sie z dodatnich liczb
catkowitych nie wiekszych niz 10°.

Wyjscie
W pierwszym wierszu nalezy wypisa¢ dtugos¢ najdtuzszego takiego podciagu.

W nastepnej linii nalezy wypisa¢ kolejne elementy ciagu oddzielone pojedynczymi spacjami.
Jezeli istnieje wiele poprawnych rozwiazan, nalezy wypisa¢ dowolne z nich.

Przyktad

dla danych wejsciowych:

NN O
SN IEN

1323
23133
poprawnym wynikiem jest:

4
2233
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ROZDZIAL 8. ZADANIA 8.6. DZIEN PIATY

Zadanie: Bubu Autor zadania: Joachim Jelisiejew

Dostepna pamigé: 64 MB Dzien 5, 24.09.2010

Bubu

Bubu wyszto z jaskini szuka¢ piknikow, jednak zauwazyli je straznicy parku Jellystone. Straz-
nicy probujg zagrodzi¢ droge Bubu, ktore ucieka do jaskini. Straznik ztapie Bubu, jesli znajdzie
sie w tym samym czasie na polanie, na ktérej jest Bubu. Straznik moze odpoczywaé na pola-
nach.

Wejscie

W pierwszej linii standardwoego wejscia znajduja sie trzy liczby catkowite n,m,s, (1 < n <
10°,0 < m < 2% 10%,0 < s < 3% 10%), oznaczajace odpowiednio liczbe polan w lesie, liczbe
przesiek miedzy tymi polanami oraz liczbe straznikéw.

W nastepnych m liniach znajduja si¢ opisy (dwukierunkowych) przesiek w postaci trzech
liczb catkowitych a,b,w, (1 < a,b < n,1 < w < 10%), gdzie a,b oznaczaja numery polan,
za$ w oznacza czas w sekundach, jaki zajmuje straznikowi lub Bubu przebycie tej przesieki.

W nastepnych s liniach podane sa numery polan, na ktérych stoja kolejni straznicy.

W ostatniej linii podany jest numer polany, na ktorej znajduje sie¢ Bubu. Jaskinia Bubu jest
na polanie 1.

Wyjscie
Jezeli Bubu moze dotrzeé¢ do jaskini nieztapany przez straznikéw, nalezy wypisa¢ minimalny

czas dotarcia Bubu do jaskini, w innym przypadku nalezy wypisa¢ —1 . Zakladamy, ze istnieje
Sciezka miedzy jaskinia Bubu a polana, gdzie si¢ ono znajduje.

Przyktad

dla danych wej$ciowych:
10
21

N~ N

poprawnym wynikiem jest:

1
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8.6. DZIEN PIATY ROZDZIAL 8. ZADANIA

Zadanie: Myszka Autor zadania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 5, 24.09.2010

Myszka

Mata myszka zostala zamknieta w wielkim labiryncie.

Labirynt ten sktada si¢ z n pokoi, miedzy ktérymi jest m korytarzy. Jednak kazdy korytarz
ma jakas szeroko$¢ i jezeli myszka bedzie zbyt gruba, to nie bedzie w stanie si¢ przez niego
przecisnaé.

Zadania nie ulatwia morzacy ja gtéd. W niektérych pokojach znajduje sie kawatek przepysz-
nego sera. Jezeli myszka kiedykolwiek wejdzie do tego pokoju, to nie moze si¢ oprzeé i zjada
caly kawalek. Zjedzenie kawalka sera moze sprawi¢, ze myszce przybedzie na masie i moze jej
to uniemozliwi¢ korzystania z niektoérych korytarzy.

Zmnajac plan labiryntu, szerokos¢ korytarzy, rozmieszczenie kawatkow sera, poczatkowe poto-
zenie myszki oraz pokdj, ktory jest wyjsciem z labiryntu, odpowiedz na pytanie, jaka moze by¢
najwieksza poczatkowa grubosé¢ myszki, tak aby bylo mozliwe wyjscie z labiryntu. Zakladamy,
ze poczatkowa waga myszki jest wicksza badz réwna 0.

Wejscie

W pierszym wierszu wejscia znajduja sie cztery liczby catkowite n,m, s, d (1 <n < 10%,1 <
m < 2x10% 1 < s,d < n,s <> d), oznaczajace kolejno: liczbe pokoi w labiryncie, liczbe koryta-
rzy, poczatkowa pozycje myszki oraz numer pokoju w ktérym znajduje sie wyjscie z labiryntu.

W kolejnym wierszu znajduje si¢ n liczb calkowitych sy, s2,...,5, (0 < s; < 10%), gdzie s;
oznacza, ze grubo$¢ myszki sie zwiekszy o s;, jezeli zje ona ser z i-tego pokoju (jezeli s; = 0,
to w tym pokoju nie ma sera).

W nastepnych m wierszach znajduje sie opis kolejnych korytarzy. Kazdy korytarz opisany
jest przez trzy liczby catkowite a,b,c (1 < a,b < n,1 < ¢ < 10%), oznaczajace, ze dany korytarz

taczy pokoje a oraz b i myszka moze mie¢ grubo$¢ maksymalnie ¢, aby przecisnaé sie przez dany
korytarz.

Wyjscie

Wyjscie powinno zawiera¢ jedna liczbe catkowita, réwna maksymalnej wadze myszki, takiej
ze myszka moze wydostac sie z labiryntu, lub —1, jesli myszka nie moze wydostac sie z labiryntu.

Przyktad
dla danych wejsciowych:

12

= o= N
N O -

5
poprawnym wynikiem jest:
4

144



Rozdziatl 9

PROSERWY 2010

== oboz informatyczno - matematyczny

Rozwigzania

9.1 Dzien prébny

Opracowanie: Pociag Autor opracowania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 0, 19.09.2010

Pociag

Wstep

Niech n bedzie liczba wagondéw, m bedzie dtugoscia tekstu ¢t oraz s bedzie suma dlugosci
numerow seryjnych.

Rozwigzanie brutalne

Zadanie mozna w dosy¢ prosty sposob zrobi¢ w zlozonosci O(n!sm). Przegladamy wszystkie
permutacje wagonéw, wyszukujac wzorca w tekscie brutalnie w ztozonosci O(sm).

Rozwigzanie wolne

Powyzsze rozwiazanie mozna udoskonali¢, wyszukujac wzorzec liniowo przy pomocy algo-
rytmu KMP, Rabina-Karpa badz Boyera-Moore’a. Opisy tych algorytméw mozna znalezé w li-
teraturze badz w Internecie. Rozwiazanie owo dziata w zlozonosci O(n!(s +m)).

Rozwigzanie wzorcowe

Przedstawione algorytmy nie korzystaja z faktu, ze wszystkie wzorce maja takie same dlugo-
Sci. Dla rozwigzania wzorcowego jest to bardzo istotne. Mozna bowiem zmodyfikowa¢ algorytm
Rabina-Karpa tak aby w zlozonosci O(w + (t + 1) logt) (gdzie t to dlugosé tekstu, w to suma
dlugosci wzorcéw, a [ to liczba wzorcéw) znalezé wszystkie wystapienia.

Dalsza czes¢ omowienia wymaga znajomosci algorytmu Rabina-Karpa w postaci podstawo-
wej. Aby rozszerzy¢ ten algorytm, wpierw znajdujemy hasze wszystkich podstéw tekstu o diu-
gosci takiej, jaka ma kazdy wzorzec, oraz wrzucamy je do mapy M, zliczajac ile razy wystepuje
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jaki hasz. Nastepnie wystarczy zhaszowaé wszystkie wzorce i dla kazdego przy pomocy mapy M
stwierdzié, ile razy wystepuje on w tekscie. Jednak zastowowanie tego algorytmu wprost da nam
ztozonosé O(nls + (m + n!)logm), czyli gorzej niz drugie rozwiazanie. Widaé, ze najbardziej
czasochltonne jest tutaj liczenie haszy dla wzorcow.

Mozna to zrobié¢ szybciej w zlozonosci O(n!n) dla wszystkich wzorcow. Korzystamy tutaj
z faktu ze nasze wzorce sa popermutowanymi zlepkami tych samych stéw. Dokladny sposob,
jak to zrobi¢, zostawie jako ¢wiczenie dla Czytelnika. Koncowsa zlozonoscia naszego rozwiazania
jest zatem O(n!n + (m + n!)logm).

Dodatkowe uwagi

Hasze stow nalezy zawsze liczy¢, trzymac i generalnie robi¢ z nimi wszystko na long long-ach.
Wiaze sie to z tzw. paradoksem dnia urodzin, ktéry moéwi, ze jezeli losujemy liczby z przedziatu
od 1 do n, to przecietna liczba losowan potrzebna do tego, by jakas sie powtérzyla, jest pro-
porcjonalna do v/n. Wg badan przeprowadzonych przez amerykanskich naukowcéw przecietna
liczba losowan liczb z zakresu int-a, tak aby jakas sie powtorzyta, wynosi okoto 82000. Tak wiec,
haszujac na int-ach, srednio co 82000 rézne stowo bedzie mialo ten sam hasz, co bedzie prowa-
dzilo do kolizji i btednej odpowiedzi.

Niestety amerykanscy naukowcy nie dysponowali wystarczajaco dobrym sprzetem, aby do-
prowadzi¢ choéby do jednej kolizji na long longach, co jest najlepszym dowodem ich niezawod-
nosci.
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9.2 Dzien pierwszy

Opracowanie: Zegary Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamie¢: 64 MB Dzien 1, 20.09.2010

Zegary

Drobne uproszczenie

Pierwsza rzecza, jaka nalezy zauwazy¢ jest to, ze warto przej$¢ z liczenia czasu z (godziny,
minuty) na liczenie czasu w samych minutach. Nastepnie po policzeniu wyniku przechodzimy
ponownie na notacje (godziny, minuty). Nalezy przy tym pamietaé, aby uzywaé¢ zmiennych
64-bitowych.

Rozwigzanie wzorcowe

Minute wskazywana przez pewien z zegaréw nazwijmy minutq poczgtkowq. Minuta, ktora
beda wskazywaly wszystkie zegary nazwijmy minutqg koricowg. Pierwszym spostrzezeniem jest
to, ze zawsze minutq korcowqg musi byé ktéras z minut poczqtkowych. Dlaczego? Przypusémy,
ze minuta koncowa nie jest minutq poczgtkowg. Wtedy, jedli byémy przesuneli minute kori-
cowq do najblizszej wczedniejszej minuty poczgtkowej, to kazdy z zegaréw mogliby$my wiaczyé
na krétszy okres czasu.

Kolejnym spostrzezeniem jest to, ze minuta koncowa musi byé mniejsza od najmniejszego
zegara, gdyz inaczej najmniejszy zegar nie mogtby wskazaé danej godziny.

W rozwiazaniu musimy wiec sprawdzié, czy minutg koncowg moze byé¢ kazda z minut poczgt-
kowych mniejszych od wielkosdci najmniejszego zegara. W tym celu najpierw sortujemy wszystkie
minuty poczgtkowe. Nastepnie przypuszczamy, ze minutq koncowq jest najwczeéniejsza minuta
poczgtkowa i liczymy, o ile musimy przesunaé wszystkie zegary. Nastepnie przechodzimy do kolej-
nych przypuszczanych wartosci minut koricowych (wybieramy je wedlug posortowanych wartosci
minut poczgtkowych), dla ktérych mozemy tatwo aktualizowaé wynik.

Przyklad: mamy nastepujace zegary: (5-minutowy, wskazywana minuta 2), (5-minutowy,
wskazywana minuta 4), (12-minutowy, wskazywana minuta 5), (7-minutowy, wskazywana minuta
6). Zegary musimy obréci¢ o kolejno (0,3,9,3), czyli w sumie o 15. Teraz jesli zalozymy,
ze minutg korncowq jest kolejna (co do wielkosci) minuta poczgtkowa, to mozemy tatwo obliczy¢
(w czasie stalym) o ile w sumie musimy przesunaé¢ wszystkie zegary. Czas, o jaki musimy
przesunaé zegary, ktore wskazuja nowa minute koricowq, zostanie wyzerowany (gdyz wszystkie
zegary doréwnujemy do danej wartosci, wiec zegarow wskazujacych dang wartos¢ nie musimy
przesuwac), a wszystkie pozostale zegary bedziemy musieli przesunaé o réznice nowej wartosci
konicowej i starej wartoéci koncowej.

Bardziej formalnie — jesli przechodzimy z minuty koncowej z do minuty koncowej y:

(wynik dla y) = (wynik dla ) + (liczba wszystkich zegaréw — liczba zegaréw wskazujacych y)
* (y-x) - (suma wartosci, o jakie musieliémy przesunaé zegary wskazujace y). Wszystko przy
zalozeniu, ze y > x, oraz ze zaden zegar nie wskazuje godziny pomiedzy y i x.

Czyli nowe wartosci o jakie musimy przesunaé zegary z przyktadu, jesli zalozymy, ze godzina
poczatkowa jest 4, to (2,0,11,5), czyli 18.
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Opracowanie: Cykl Autor opracowania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Cykl

Rozwigzanie wzorcowe

Zadanie mozna rozwigzaé¢ wykorzystujac wyszukiwanie binarne po wyniku.
Zalozmy, ze chcemy stwierdzié, czy istnieje cykl o éredniej wadze wigkszej badz rownej S. Jesli
tak, to zal6zmy, ze ma on k krawedzi o wagach aj,as, ..., ag, ktérych suma wynosi R. Musi on
spelnia¢ nastepujaca nieréwnos¢, ktorg nieco przeksztatcimy:

R/k>= S

R>=S5xk

a1 +as+..+ap>=Sx*k
aj+az+...+ap,>=5+5+5+..+ 85 (krazy)
(a1 —=8)+(a2—=9)+ ...+ (ap —S)>=0

W zwiazku z tym szukamy takiego cyklu, w ktérym, po odjeciu od kazdej krawedzi wagi S,
cykl bedzie mial nieujemng sume wag. Jak stwierdzi¢, czy istnieje taki cykl? Mozna od kazdej
krawedzi grafu odjaé S, a nastepnie znalezé w grafie cykl o dodatniej wadze. Mozna to zrobi¢ na
co najmniej 2 sposoby. Uzywajac algorytmu Floyda- Warshalla albo algorytmu Bellmana-Forda.
W zaleznosci od metody otrzymujemy rozwiazanie o ztozonoéci O(N?3 log C), badz O(N M log C).
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Opracowanie: Smieszny konkurs informatyczny Autor opracowania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 1, 20.09.2010

Smieszny konkurs informatyczny

Rozwigzanie wzorcowe

W zadaniu bylo podane pewne zalozenie: dtugoéé czasu, jaki Olgierd ma zamiar po$wieci¢ na
kazde zadanie, bedzie dtuzsza niz polowa czasu, jaki trwa runda. Zazwyczaj takie zalozenia nie
sa podawane bez powoddéw (choé jednak nie zawsze) i bez tego zalozenia zadanie jest niewyko-
nalne. Tak samo jest i tutaj (autorom nie udato sie znalezé rozwiazania szybko dzialajacego dla
dowolnych danych). Z warunku (b; — a;)/2 < ¢; mozna wywnioskowaé¢ pewna rzecz: nie wazne,
jaki przedzial czasu Olgierd wybierze na rozwiazanie zadania, zawsze ’Srodkowe’ jednostki czasu
beda musialy zostaé zarezerwowane dla tego zadania.

Dla przyktadu, jezeli a; = 5,b; = 17,¢; = 8, to zawsze przedzial czasu [9, 13] bedzie musial
by¢ przydzielony dla tego zadania. Skoro dla kazdego zadania mamy pewien przedzial czasu,
ktory bedzie musiatl byé wykorzystany przez to zadanie, to daje nam to jednoznaczna kolej-
nosé, w jakiej Olgierd powinien robi¢ zadania. Teraz wystarczy zachtannie w takiej kolejnoéci
przydziela¢ czas na zadania, starajac sie je rozpoczaé jak najwczesniej, tak aby kazde z nich roz-
poczelo sie po poprzednim zadaniu. Jezeli nie uda nam sie tak przydzieli¢ czasu poswieconego
dla tych zadan, aby czas po$wiecony na kazde zadanie byl rowny czasowi zaplanowanemu, to po-
winnismy wypisa¢ 'NIE’. W przeciwnym przypadku, plany Olgierda sa mozliwe do zrealizowania
i nalezy wypisa¢ "TAK’.
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9.3 Dzien drugi

Opracowanie: Najdluzsze rosnace podciagi Autor opracowania: YLukasz Jocz

Dostepna pamieé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Najdluzsze rosngce podciggi

Rozwigzanie wzorcowe

Na poczatku przedstawimy algorytm, obliczajacy dlugoéé najdluzszego rosngcego podciagu
ciagu a dlugosci n. Niech S[i] oznacza najmniejsza warto$¢, jaka konczy sie pewien rosnacy
podciag dlugosci i. Zauwazmy, ze tablica S[i] jest rosnaca. Dlaczego? Poniewaz kazdy podciag
dtugosci ¢ powstaje przez dodanie elementu do pewnego ciggu dtugosci ¢ — 1. Ciag ma by¢
rosnacy, wiec dodawany element musi by¢ wiekszy niz ostatni element ciagu dlugosci ¢ — 1.
W szczegdlnodci, gdy wezmiemy ciag diugodci 4, w ktorym ostatni element jest najmniejszy,
to bedzie istnial cigg dlugosci ¢+ — 1, w ktérym ostatni element jest jeszcze mniejszy.

Zastan6wmy sie, jak zmieni sie tablica S[i] w wyniku dodania na koniec ciagu a liczby z.
Niech j bedzie najwigkszym takim indeksem, ze S[j] < b. Poniewaz tablica S[i] jest rosnaca,
wiec S[j+1] > b. Wynika stad, ze najdtuzszy podciag, ktory konczy sie elementem b, ma dlugosé
j+1 (element b mozna dodaé¢ na koniec tylko takiego podciagu dlugosci i, dla ktérego S[i] < b,
najdtuzszym takim podciagiem jest j — na podstawie tego jak wybieralismy j). Trywialnym
faktem jest, ze w wyniku dodania liczby b nie poprawimy zadnej wartosci S[i] dla i < j, poniewaz
S[i] < b. Zauwazmy, Ze nie poprawimy tez zadnej wartosci S[i] dla i > j + 2. Jest tak dlatego,
ze najdtuzszy ciag, ktérego ostatnim elementem jest b, ma dlugosé¢ 7 + 1. Natomiast dodajac
element b na koniec ciggu dlugosci j, otrzymujemy poprawny ciag dilugosci j + 1. Wiemy
natomiast, ze S[j + 1] > b. Zatem zawsze poprawimy warto$¢ S[j + 1]. Aktualizacja tablicy
S[i] po dodaniu liczby b polega wiec na znalezieniu wyszukiwaniem binarnym indeksu j oraz
przypisaniu do S[j + 1] wartosci b. Bedziemy wiec kolejno, poczynajac od ciagu dlugosci zero,
dodawaé elementy do ciagu a i aktualizowaé tablice S[i]. Wynikiem bedzie najwiekszy indeks
tablicy S[i], do ktérego przypiszemy jakas wartosé.

Rozszerzymy powyzszy algorytm tak, aby obliczal jednoczesnie liczbe podciagow diugodci <.
Dodajac na koniec litere b, tak jak w poprzednim algorytmie, bedziemy wyszukiwaniem binar-
nym znajdowaé wartosé j. Chcemy obliczy¢, ile nowych podciagéow dtugosci j+1, koniczacych sie
liczba b powstalo w wyniku dodania liczby b na koniec ciagu a. Jest to rGwnowazne obliczeniu
liczby podciagdéw dlugosci j, konczacych sie liczba a taka, ze a < b. Aby umie¢ odpowiadaé
na takie zapytania, musimy rozszerzy¢ tablice o dodatkowe informacje. W poprzednim algoryt-
mie nadpisywaliSmy wartosci w tablicy S[i]. W tym bedziemy zapisywaé¢ w wektorze ,historie
nadpisan”, czyli w wektorze S[i] bedziemy mieé¢ informacje, jakimi réznymi elementami konczytly
sie podciagi dlugosci ¢ i ile jest odpowiednio takich podciagéw dla kazdego elementu koniczacego.
Po prostu, zamiast nadpisywac¢ wartosci, tak jak w poprzednim algorytmie, bedziemy je dodawaé
na koniec wektora. Elementy w wektorze sa nierosnace, co wynika z poprzedniego algorytmu —
sytuacja, w ktorej nadpisujemy, zdarza sie tylko wtedy, kiedy poprzedni element byl nie mniejszy.
Zatem, aby znalez¢ liczbe podciagéw ditugodci j, konczacych sie liczba a taka, ze a < b, musimy
znalez¢ w wektorze S[j] wszystkie takie a i zsumowaé liczby podciagéw dilugosci j konczacych
sie liczba a dla wszystkich a < b. Zauwazmy, ze nie jest konieczne przegladanie calego wektora.
Mozemy w kazdym wektorze policzy¢ sumy prefiksowe, a nastepnie, znajac najmniejsze takie
k, ze S[j][k] < b, obliczy¢ liczbe podciagdéw spelniajacych powyzsze warunki. Indeks k mozna
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znalezé za pomoca wyszukiwania binarnego. Caly algorytm ma zatem zlozono$é O(nlogn).

—_ =
= O © 00~ O U W N -

—_ =
w N

W ponizszym pseudokodzie uzyliémy nastepujacych oznaczen:
o W.last - zwraca ostatni element wektora W

e W.push(a) - wrzuca na koniec wektora W element a

o W1i] - zwraca i-ty element wektora

e P=(a,b) - paraliczb aib

e P.1 - pierwszy element pary

e P2 - drugi element pary

S[0] = (0,1)
1

for i := to n do
S[i] := (INF ,0)

lic := 0

for i := 1 to n do
wezytaj(b)
j := | maksymalne j, gdzie S[j].last.1l < b ]| { wyszukujemy binarnie }
k := [ maksymalne k, gdzie S[j][k].11 >=b | { wyszukujemy binarnie }
ile := ( S[j].last.12 — S[j][k].12 ) mod m
S[j+1].push( (b, S[j].last.12 + ile) )

if j+1 > lic then
lic := j+1
wypisz(S[lic].last.12)
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Opracowanie: ABC Autor opracowania: Yukasz Jocz

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 2, 21.09.2010

ABC

Rozwigzanie

Zalbézmy, ze w naszym rozwiazaniu jest k literek ’a’ oraz [ literek ’c¢’. Niech j bedzie pozycja,
na ktérej wystapita k—ta litera 'a’ w ciagu X, a A[j] pozycja, na ktérej wystapita k—ta litera 'a’
w ciggu Y.

Podobnie niech i bedzie pozycja, na ktérej wystapita I-ta od konca litera ’c’ w ciagu X, a C|[i]
bedzie pozycja, na ktérej wystapita [-ta od konca litera ¢’ w ciagu Y. O ile i > j oraz C[i] >
Alj], to w rozwiazaniu moze by¢ maksymalnie min(Bx|j...i], By [A[j]...C[d]]) liter 'b’, gdzie Bx
i By jest liczba liter 'b’ w pewnym przedziale ciagu odpowiednio X lub Y. Zatem lacznie
najdtuzszy wspdlny podciag rosnacy bedzie miat dlugo$é min(Bx|j...i], By [A]j]...C[i]]) + k + L.
Jezeli zatem sprawdzimy wszystkie mozliwe k i [, obliczymy dlugosé najdiuzszego wspdlnego
rosnacego podciggu, ktora ma k liter ’a’ i [ liter ’b’, i znajdziemy maksymalng z takich wartosci,
to otrzymamy rozwigzanie. Zauwazmy, ze iloé¢ liter ’b’ na dowolnym przedziale mozemy szybko
obliczy¢ za pomoca sum prefiksowych. Musimy zatem znalezé wartosci k i [, dla ktorych wartoéé
min(Bx[i]| — Bx[j], By [C[i]] — By[A[j]]) + k + [ jest maksymalna.

Rozbijmy powyzsze minimum na dwa przypadki. Niech M1 bedzie maksimum z wartosci:

Bxli] — Bx[j)+ k+1 (9.1)

dla takich k i [, ktére spetniaja Bx|i] — Bx[j] < By[C[i]] — By [Alj]].
Natomiast niech M2 bedzie maksimum z wartoéci:

By[Cli]] - By[A[j] + k +1 (9.2)

dla takich k i [, ktére spelniaja Bx[i] — Bx[j] > By|C|[i]] — By [A]j]]. Jesli obliczymy wartosci
M1 oraz M2, to rozwiazaniem zadania bedzie max(M1, M2).

Zajmiemy sie teraz obliczaniem M 1. Przeksztalémy warunek i wyrazenie (1), tak aby oddziel-
nie zgrupowaé wartosci, ktore sa zalezne od k, a oddzielnie te, ktore sa zalezne od I. M1 bedzie
maksimum z wartosci:

(Bx[i] +1) + (k — Bx[j]) (9:3)

dla takich k i [, ktére spelmiaja Bx[i] — By [C[i]] < Bx|[j] — By [A[j]]-

Nasze rozwigzanie bedzie polegalto na sprawdzaniu kazdego [ i znajdowaniu dla niego takiego
k, ktore spelnia warunek Bx[i] — By [C[i]] < Bx|[j] — By [A[j]] i ma najwieksza spoéréd wartosci
(k — Bx[j]). W ten sposéb zmaksymalizujemy warto$é (3), poniewaz dla konkretnego I wartosé
(Bxli] +1) jest stata. Niech zatem (Bx[j] — By [A[j]]) bedzie dla kazdego k kluczem w drzewie
przedzialowym, a (k — Bx|[j]) wartoscia. Zatem nasz problem sprowadza si¢ do znalezienia
maksimum na przedziale ((Bx[i] — By [C][i]]), 00). Ostatecznie M1 bedzie maksymalna z wartosci
(3) sposrod wszystkich 1.

Analogicznie przeksztalcamy warunek i wyrazenie (2). M2 bedzie maksimum z wartosci:

(By [C[i]] +1) + (k — By [A[j]]) (9-4)

dla takich ki1, ktére spelniaja Bx[i|—By [C]i]] > Bx|[j]—By[A[j]]. Podobnie jak przy obliczaniu
M1, bedziemy sprawdzaé¢ wszystkie [ 1 wybiera¢ najlepsze k. Tym razem kluczem w drzewie
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bedzie Bx[j] — By[A]j]], natomiast warto$cia (k — By [A[j]]). Bedziemy szuka¢ maksimum
na przedziale (—oo, Bx[i| — By [C[i]]).

Nalezy tez zadbaé o to, aby w drzewie przedzialowym byly tylko takie k, dla ktérych j < 4
oraz A[j] < C[i]. Bedziemy przerabia¢ algorytm dla [ od n do 0. Niech i’ bedzie [ 4+ 1 od kofica
literg ¢’ w ciggu X. Po kazdej iteracji dodamy do drzewa takie k, dla ktérych i < j < ¢ lub
C[i'] < A[j] < CJi]. Do tej pory takich warto$ci k nie bylo w drzewie, bo nie spelnialy warunkéw
j < i oraz A[j] < C[i'] dla [+ 1, natomiast teraz spelniaja warunki j < i oraz A[j] < C[i] dla l.

Podsumowujac, algorytm wyglada nastepujaco:

1. Obliczamy dla kazdego k wartosci j i A[j] oraz dla kazdego [ wartosci i oraz C|[i].
Algorytm obliczania M1:

2. Przegladamy [ od n do 0:

(a) dodajemy do drzewa takie k(kluczem jest (Bx[j]—By[Alj]]), a wartoscia (k— Bx[j])),
dla ktérych ¢' < j <4 lub C[i'] < A[j] < CJi],
(b) znajdujemy w drzewie najwicksza warto$¢ na przedziale ((Bx[i]—By[C[i]]), c0) oznaczmy
Jac
(c) dla danego I najdtuzszy ciag, spelniajacy warunki zadania, ma dtugo$é c+ By [C]i]]+I.
Zatem M1 := max(M1,c+ By[C[i]] +1).
3. Analogicznie obliczamy M 2.

4. Wypisujemy(max(M1, M2)).
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Opracowanie: Ciezkie klocki Autor opracowania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamiegé: 32 MB Dzien 2, 21.09.2010

Ciezkie klocki

Oznaczenia

Niech K[i] bedzie waga i-tego klocka.
Przez rozbicie bedziemy mieli na mysli zepchniecie wszystkich klockéw, o ktérych jest mowa.
Przez DP|a][b] bedziemy oznaczali wynik dla przedziatu klockéw [a,b] (przy programowaniu
dynamicznym — wyjasnione dokladniej pézniej)

Rozwigzanie o zlozonosci O(n?)

Zadanie mozna bardzo prosto (prosto ideologicznie) rozwiazaé¢ w ztozonoéci O(n?). Do tego
celu uzyjemy programowania dynamicznego.

Bedziemy dla kazdego spéjnego podciagu klockéw obliczaé¢ wynik z zadania (D P|a][b] bedzie
wynikiem dla podciagu zaczynajacego sie a-tym indeksem i konczacego sie b-tym indeksem).
Bedziemy to robié¢ dla coraz to dtuzszych podciggéw. Tak wiec, wpierw zrobimy to dla n
podciagéw o dtugosci 1, nastepnie dla n—1 podciagéw o dlugosci 2, i tak dalej az dla 1 podciagu
dtugoéci n, dla ktérego wynik jest wynikiem catego zadania.

Jak obliczy¢ wynik dla jakiegos podciagu? Wynikiem dla podciagéw o dlugosci 1 oraz 2
jest zawsze 1. Gdy chcemy obliczy¢ wynik dla podciagu dtuzszego niz 2, robimy tak: zatézmy,
ze spOjny podciag zawiera klocki o indeksach a,a + 1,...,b — 1,b (wszystkie ponizsze operacje
beda wykonywane wlasnie na tym podciagu — o reszcie zapominamy).

Dla kazdego klocka o indeksie i z przedzialu [a,b] zakladamy, ze wlasnie ten klocek jest
popychany. Jezeli popychamy go w lewo, to znajdujemy takie j, ze K[j] > K[i], j <1, j >=a
oraz i — j jest jak najmniejsze (czyli tak naprawde indeks klocka, na ktérym i-ty sie zatrzyma;
jezeli takie j nie istnieje, to oznacza, ze i-ty klocek zepchniety w lewo popchnie wszystkie na lewo
od niego). Tak wiec zostana dwa (badZ tez jeden, jezeli klocek i-ty zepchnie wszystko po jego
lewej stronie — czyli nie znajdziemy j) rozlaczne spojne przedziaty klockéw: a,a +1,...,5 — 1,7
oraz i + 1,14+ 2,....,b—1,b.

Wynik dla tych przedzialéw mam juz policzony (poniewaz sa krétsze od przedziatu [a,d],
a wynik dla poszczegélnych przedzialéw liczymy od najkrétszych poczynajac). Tak wiec, mo-
zemy rozbi¢ przedzial [a,b] w DPla][j] + DPi + 1][b] + 1 ruchach. Po przejrzeniu wszystkich
i wybieramy to najlepsze oraz aktualizujemy warto$¢ DP[a][b]. Analogicznie symulujemy po-
pchniecie w prawa strone.

Caloéé ma ztozonosé O(n?), poniewaz rozpatrujemy O(n?) przedziatéw, kazdy w ztozonosci
O(n?) (dla kazdego i (ktérych jest O(n)), musimy znalezé pierwszy na prawo badz lewo ciezszy
klocek od niego — réwniez koszt O(n)).

Rozwigzanie o zlozonosci O(n?)

Przygladajac sie rozwiazaniu o ztozonosci O(n*) widzimy, ze wiele rzeczy robimy tu niepo-
trzebnie. Przyktadowo, szukanie pierwszego wiekszego klocka po lewej i prawej stronie. Poniewaz
dla wielu klockéw robimy to wielokrotnie, to, aby tego uniknaé¢, mozemy to policzy¢ na samym
poczatku w ztozonoéci O(n?). Tym samym zlozonoéé rozwiazania spada do O(n?).
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Rozwigzanie o ztozonosci O(n*logn) i O(n?)

Powyzsze rozwigzania nie wymagaly zadnych obserwacji, a tylko znajomosci programowania
dynamicznego. Aby zrobi¢ to zadanie lepiej, nalezy zauwazy¢, ze majac pewien przedzial [a, b,
zawsze oplaca nam sie popchnaé najciezszy klocek z tego przedzialu. Dowdd tego pozostawiamy
Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.

Majac naszg obserwacje, mozemy zrobié to zadanie w znacznie lepszej ztozonosci, korzystajac
z powyzszego dynamika, lecz zamiast rozpatrywaé wszystkie mozliwe pchniecia, rozpatrujemy
tylko te z najciezszym klockiem.

Korzystajac z drzew przedziatowych do wyznaczania maksimum z przedzialu, mozemy uzy-
ska¢ ztozonoéé O(n?logn). Zauwazmy natomiast, ze wyliczajac brutalnie w ztozonosci O(n?)
na poczatku algorytmu maksimum z przedzialu, mozemy uzyskaé ztozonoéé O(n?).

Zeszliémy z O(n?) do O(n?) korzystajac z preprocesingu oraz prostej obserwacji. Aby zrobié
to zadanie dla danych n < 108, nalezy porzucié¢ programowanie dynamiczne i poszukaé czego$
lepszego.

Rozwigzanie o ztozonosci O(nlogn)

Korzystajac z obserwacji pozwalajacej nam uzyskaé ztozonoéé O(n?), mozemy skonstruowaé
algorytm, ktéry na pierwszy rzut oka wydaje si¢ by¢ wyktadniczy:

1|[int oblicz_wynik (ciag_klockow T)

2 if rozmiar(T) = 1 then return 1

3 if rozmiar(T) = 0 then return 0

4 x = najwiekszy_klocek (T)

5 int wynik_lewo := oblicz_wynik (popchnij_lewo (x,T))
6 int wynik_prawo := oblicz_wynik (popchnij_prawo (x,T))
7 return min(wynik_lewo, wynik_prawo) + 1

gdzie oblicz_wynik(T), liczy wynik dla ciagu klockéw T

rozmiar(T) zwraca liczbe klockéw w ciagu T

najwiekszy_klocek(T) zwraca indeks najwiekszego klocka w ciagu T
popchnij_lewo/popchnij_prawo (z,T) zwraca ciag klockéw, jaki powstanie poprzez popchniecie
z-owego klocka w dana strone ciagu 7'

Algorytm wydaje sie by¢ wyktadniczy, poniewaz gleboko$é rekurencji moze siegnaé rzedu
O(n), aw kazdym wywotaniu rekurencyjnym funkcja wywoluje sie dwukrotnie, czyli teoretycznie
zlozonosé moze siegnaé rzedu O(2" xn) ... no wlasnie — ,teoretycznie”.

Ow algorytm, odpowiednio zaimplementowany, moze mie¢ ztozonosé¢ O(n) lub O(nlogn)
(w zaleznosci od sposobu odpowiadania na zapytanie o najwiekszy klocek). Na czym polega owa
ysodpowiednio$¢”? Na tym, ze argumentem wszystkich funkcji nie bedzie ciagg klockow w postaci
stricte ’ciag klockéw’, a w postaci 'przedzial, do ktoérego nalezg klocki’. Druga rzecza jest to,
ze funkcja najwiekszy_klocek, bedzie wykonywana za pomocg drzewa przedzialowego w zlozo-
nosci O(nlogn) badZ w czasie O(1), z wczesniejszym preprocesingiem o zlozonosci O(nlogn).
By udowodnié, ze powyzszy algorytm jest szybki, nalezy pokazaé, ze laczna liczba wywotan
funkcji oblicz_wynik, bedzie niewielka.
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Dowdéd szybkosci powyzszego algorytmu:
udowodnimy indukcyjnie, ze funkcja oblicz_wynik, wywotana dla ciagu dlugoéci n, wywola siebie
sama lacznie (posrednio lub bezposrednio) O(n) razy.

e Dla dlugosci ciagu n = 0 lub n = 1 algorytm dziata w czasie staltym, czyli tak naprawde
liniowym dlan =0in = 1.

e Dla wiekszych n: bierzemy pewien najciezszy klocek i dzielimy zbior klockéw na dwie
czedci o rozmiarach a i b takich ze a + b = n — 1. Skoro zlozonoéé¢ algorytmu dla n’ < n
jest liniowa (korzystamy z indukcji), to ztozonos$¢ dla n : O(A) + O(B) = O(N), czyli jest
liniowa.

Tak wiec widzimy, ze funkcja oblicz_wynik() wywola sie maksymalnie O(n) razy, a zlozo-
nosé¢ kazdego wywolania jest uzalezniona od zlozonosci funkcji najciezszy_klocek(). Korzystajac
z wyzej wymienionych metod, otrzymujemy konicowa ztozonosé czasowa O(nlogn).

Rozwiazanie wzorcowe o zlozonosci O(nlogn)

Zadanie mozna zrobi¢ w zlozonosci O(nlogn), nie korzystajac z drzew przedzialowych. Na-
lezy zaobserwowaé, ze wynik zadania bedzie nie wiekszy niz logn. Aby osiagnaé taki wynik,
wystarczy najciezszy klocek spycha¢ na te strone, po ktérej jest wiecej klockéw. Liczba klockéw
bedzie malata co najmniej dwukrotnie, co daje nam goérne ograniczenie na wynik roéwne log n.
Oczywiscie, postepujac zgodnie z tym algorytmem, nie musimy otrzymaé optymalnego wyniku.

Teraz, jezeli wiemy, ze wynik nie przekroczy logn, wystarczy w rozwigzaniu wzorcowym
ograniczy¢ glebokosé rekurencji do logn i znajdowanie maksymalnego klocka robi¢ brutalnie.
Na kazdej glebokoéci rekurencji przeszukane zostanie w sumie co najwyzej n elementéw, tak
wiec otrzymujemy rozwiazanie o ztozonosci O(nlogn).

Rozwigzanie o ztozonosci O(n)

Owo zadanie da si¢ rozwiazaé w czasie liniowym, lecz wymaga to bardzo skomplikowanego
algorytmu pozwalajacego liczy¢é RMQ (maksimum na przedziale) w czasie stalym z liniowym
preprocesingiem. Zainteresowanych owym algorytmem odsylamy do Delty z wrzesnia 2007 i li-
stopada 2007 (artykul Jakuba Radoszewskiego).
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9.4 Duzien trzeci

Opracowanie: Guziki Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamie¢: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Guziki

Oznaczenia

Oznaczenia przyjmujemy takie jak w zadaniu: n - bok kwadratu, ktéry ulozylisémy, g - liczba
guzikéw, ktére maja przecinaé poszukiwane proste, |x| to cze$é catkowita z liczby x.

Spostrzezenia

1. Latwiej jest mysle¢ o zadaniu, jesli ustalimy, ze guzik $rodkowy ma wspolrzedna (0,0),
a wszystkie pozostalte guziki sa punktami kratowymi o wspélrzednych z przedziatu [— L%J , L%J ,
oraz liczba guzikéw, jakie przecina prosta, jest liczbg punktéw kratowych, ktére przecina
prosta. Interesuja nas jedynie proste, ktére przecinajg srodek uktadu wspoétrzednych, czyli
takie proste, ktére maja roéwnanie y = ax, oraz prosta pionowa. Oznaczmy, ze n' = L%J

2. Jesli ¢ = n, to wynikiem zawsze jest 4, gdyz sa dwie proste y = z, y = —z, y = O,
oraz prosta pionowa, ktére przecinaja n guzikéw. W dalszej czesci opracowania mozemy
zalozyé, ze g # n.

3. Jesli jakas prosta przecina (oprécz punktu (0,0)) = guzikéw w gérnej polowie ukladu
wspoélrzednych, to przecina takze x guzikow w dolnej czesci uktadu wspétrzednych. Niech
qd = Q;Ql i ograniczmy si¢ do gérnej czesci uktadu wspolrzednych (zauwazmy, ze zabraliSmy

srodkowy guzik).

4. Niech p : y = a,x bedzie dowolng prosta przechodzacg przez 1. ¢wiartke uktadu wspotrzed-
nych. Jesli p przecina x guzikéw, to takze prosta p’ : y = —apz przecina x guzikéw, co jest
oczywiste. Dzieki temu mozemy ograniczy¢ sie tylko do 1. éwiartki uktadu wspétrzednych,
jesli bedziemy pamietali, aby wynik pomnozy¢ przez 2.

5. Jesli liczba guzikéw g = —1, to prostych bedzie nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie wzorcowe

Lemat.1. Prosta p : y = ax przecina punkt kratowy (s,r), r i s calkowite wtedy i tylko
wtedy gdy mozna zapisaé jg w postaci p 1 y = Lx. Ponadto jesli v i s sq wzglednie pierwsze,
to wszystkie punkty kratowe przecinane przez prostqg p mozemy zapisaé w postaci (k x r k * s),
gdzie k jest liczbg calkowitq.
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DowoOD.
Jedli prosta p : y = ax przecina punkt (s,r), wtedy mozemy zapisa¢ réwnanie r = a x s, czyli
a = %. Zalézmy teraz, ze r i s sa wzglednie pierwsze. Przypusémy, Ze prosta p przecina punkt

kratowy w punkcie niebedacym postaci (kr, ks), niech bedzie to (a,b). Wtedy, jak powiedzieli-
$my wczesniej, mozemy jg zapisa¢ w postaci y = ga:, 2 *, a zatem prosta postaci y = g:p nie

jest prosta p. |

Wezmy teraz dowolng prosta (p : y = Lx), gdzie r i s s3 wzglednie pierwsze. Zauwazmy,
ze prosta p przecina guziki we wspoélrzednych (s,r), (2s,2r), (3s,3r), ..., co powiedzieliémy wcze-
$niej. Zauwazmy teraz, ze liczba przecinanych guzikéw o wspélrzednych mniejszych niz n/,

max(r,s) s

to LLJ, gdyz wspélrzedna x przekroczy n’ w punkcie bedacym {"lJ + 1 z kolei (bo z ska-

cze co s), a wspolrzedna y przekroczy n’ w punkcie bedacym ["T/J +1 z kolei (bo y skacze co r).

Zauwazmy teraz, ze prosta (p1 : y = Lx) przecina tyle samo punktéw co prosta (p2 : y = Sx),
a przypadek gdy r = s wyeliminowalismy (zachodzi on wtedy gdy ¢ = n), to mozemy teraz
zalozy¢, ze r > s, jesli bedziemy pamietaé, aby pomnozy¢ wynik przez 2.

Chcemy, aby prosta p przecinata guziki w dokladnie ¢‘ miejscach. ZalozyliSmy, ze r > s,
zatem interesuja nas takie r, dla ktérych L"?/J = ¢'. Beda to wszystkie liczby catkowite z prze-

dzialu : (q,"—;l, Z—,/], co tatwo sprawdzi¢. Dla kazdego r interesuja nas tylko takie s, ze s < r
(co zalozyliémy wyzej) oraz s i r sa wzglednie pierwsze (gdyz, jesli nie sa, to istnieje wczesniej-
szy punkt przecinany przez p). Tak naprawde nie chcemy poznaé wszystkich takich s, ale ich
liczbe. Istnieje funkcja phi (wyklad z teorii liczb), ktéra dla danego x daje liczbe liczb mniej-
szych od x i wzglednie pierwszych z x. Zatem wynikiem bedzie suma phi(r) dla wszystkich
r z przedzialu (q,’%, Z—/I] Warto powiedzieé, ze przy niektérych implementacjach rozkladanie
na czynniki kazdej liczby moze by¢ za wolne i mozna skorzystaé¢ z wtasnosci phi: Jesli a i b sa
wzglednie pierwsze, to phi(axb) = phi(a) * phi(b). Mozemy wykorzysta¢ to do wyznaczania dla
kazdej liczby z przedziatu [2,n] jej phi za pomoca programowania dynamicznego (np. wydziela-
jac (by¢ moze w potedze wiekszej niz 1) zawsze jej najwiekszy dzielnik pierwszy, ktéry mozemy
poznaé z faktoryzacji).

158



ROZDZIAL 9. ROZWIAZANIA 9.4. DZIEN TRZECI

Opracowanie: Pokoje Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamigé: 32 MB Dzien 3, 22.09.2010

Pokoje

Oznaczenia

Oznaczenia z treéci zadania: h — liczba pokoi w hotelu, n — numer pokoju Pitusia. Przypo-
mnijmy, ze sufiks napisu s to napis zlozony z ostatnich znakéw s (byé moze wszystkich).

Rozwigzanie wzorcowe

W zadaniu musimy policzy¢, na ile sposobéw mozemy przestawic¢ 6 i 9 w numerze pokoju, tak
aby numer pokoju pozostal mniejszy od numeru maksymalnego pokoju (czyli liczby wszystkich
pokoi).

Jedli dtugosé h jest wigksza niz dlugos$é n, to rozwigzaniem bedzie 2%, gdzie x to liczba 61 9
w numerze pokoju — mozemy w numerze pokoju zmienia¢ 6 i 9 na dowolne sposoby.

Jedli dlugosé h jest mniejsza niz n, to rozwiazaniem bedzie 0 — zaden numer pokoju nie jest
mozliwy.

Pozostaje przypadek, gdy dlugosé h jest réwna dlugosci n. Policzmy najpierw (liniowo)
wszystkie mozliwe potegi 2F mod 9999997 dla k < dlugosé n.

Idzmy znak po znaku w liczbie h (znak z, h — hotel) i liczbie n (znak z,, p — pokdj):
Jedli 2z, jest rézny od 6 lub 9 wykonaj:

1. Jesli zp, = zp, idziemy dalej i nic nie zmieniamy — w zaden sposéb nie wptywa to na wynik.

2. Jedli 2, < 2, to wtedy zwracamy 0, gdyz nawet najmniejsza mozliwo$¢ pokoju z samymi
6 jest niemozliwa.

3. Jesli 2z, > z,, to wtedy wszystkie ustawienia dalej sg mozliwe, gdyz nawet mozliwos¢
pokoju z samymi 9 jest mniejsza od numeru maksymalnego pokoju. Zwracamy 2%, gdzie
x to liczba 6 1 9 w sufiksie zaczynajacym si¢ od zp.

Jedli z, jest réwne 6 lub 9 wykonaj:

1. Jesli zp, jest mniejsze od 6, to wtedy zadne ustawienia dalej nie sa mozliwe, gdyz nawet
wersja pokoju z samymi 6 jest niemozliwa, wiec zwroc 0.

2. Jedli zp, jest réwne 6, to kontynuuj algorytm, gdyz na danej pozycji w numerze pokoju
musi by¢ 6.

3. Jesli zp, jest z przedziatu [7, 8], to zwrdé 27, gdzie z to liczba 6 1 9 w sufiksie zaczynajacym
si¢ od z,, bo wiemy, ze na danej pozycji musi stac 6, ale takze wiemy, ze wszystkie mozliwo-
Sci przestawien 6 i 9 na dalszych pozycjach dadza wynik mniejszy niz numer maksymalnego
pokoju.

4. Jesli zj jest rowne 9, to do wyniku dodaj 2%, gdzie x to liczba 6 1 9 w sufiksie zaczynajacym
sie od zp, czyli przypus¢, ze na danej pozycji stoi 6, wtedy wszystkie mozliwosci przestawien
6 1 9 dalej sa mozliwe) oraz dodatkowo kontynuuj algorytm (postaw na danej pozycji 9).

Powyzszy algorytm dziala w czasie liniowym, gdyz kazdy znak odwiedzimy tylko raz.
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Opracowanie: Przyjazne punkty Autor opracowania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 3, 22.09.2010

Przyjazne punkty

Rozwigzanie wzorcowe

Metoda wymagang do rozwiazania tego zadania byta technika , Dziel i zwyciezaj”. Metoda
ta polega na rozwigzaniu problemu wedtug schematu:

1. Otrzymujemy pewien problem dla pewnych danych.

2. Jezeli dane sg tak male, ze wynik dla nich jest ustalony lub prosty do obliczenia, to
zwracamy ten wynik; w przeciwnym wypadku:

3. Dzielimy podany problem na mniejsze podproblemy dla mniejszych danych (najczesciej na
dwie réwne czesci).

4. Liczymy wynik dla mniejszych czedci.
5. Scalamy otrzymane wyniki, uzyskujac wynik dla pierwotnego problemu.

Przyktadem algorytmu dziatajacego wg takiego schematu jest algorytm sortowania przez zta-
czanie. Jezeli chcemy posortowaé ciag liczb, to dzielimy go na dwa réwne ciagi, ktére sortujemy
rekurencyjnie, a nastepnie mozemy w prosty sposob ztaczyé¢ dwa posortowane ciagi, uzyskujac
jeden posortowany. W przypadku gdy ciag, ktéry chcemy posortowaé, ma dtugoéé 1, zwracamy
po prostu ten ciag — nie da si¢ juz go podzielié.

Rozwigzanie naszego zadania bedzie dziatlalo w nastepujacy sposéb:

1. Dostajemy zbiér punktow.
2. Jezeli do naszego zbioru nalezy jeden punkt, to zwracamy 0.
3. Dzielimy prosta pionowa podany zbiér na dwa rowne zbiory.

4. Liczymy liczbe par punktéow przyjaznych w kazdym z mniejszych zbioréw i dodajemy je
do wyniku.

5. Liczymy liczbe par punktéow przyjaznych, takich ze jeden punkt jest w jednym zbiorze,
a drugi w drugim i dodajemy je do wyniku.

6. Zwracamy wynik.

W powyzszym rozwiazaniu jedyna niejasna rzeczg do zrobienia moze by¢ to, jak szybko po-
liczy¢ liczbe par punktéw przyjaznych, nalezacych do réznych potéowek. Dalsza cze$é omdwienia
bedzie temu poswiecona.
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Liczenie par przyjaznych punktéow

Mamy dwa zbiory punktéw. Nazwijmy je lewym i prawym zbiorem, a punkty nalezace
do tych zbioréow lewymi i prawymi punktami. Pokazemy algorytm liczacy pary przyjaznych
punktéw, takich ze punkt, nalezacy do lewego zbioru ma wieksza wspdlrzedna y, od tego na-
lezacego do prawego zbioru. Aby obliczy¢ pary punktow, takie ze punkt nalezacy do lewego
zbioru ma mniejsza wspoltrzedng y od tego z prawego zbioru, wystarczy odwroci¢ symetrycznie
punkty wzgledem prostej pionowej i wykonaé jeszcze raz ten algorytm.

Tak wiec, wpierw dla kazdego punktu po prawej stronie obliczamy maksymalng wspotrzedna
y, jaka moze mie¢ punkt z nim przyjazny w lewym zbiorze. Wystarczy znalez¢ pierwszy nad nim
prawy punkt o mniejszej wspolrzednej x, co mozna prosto zrobi¢ korzystajac ze stosu. Doktadna
metode pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Aby obliczy¢, ile jest punktéw po lewej stronie, ktére tworza relacje przyjazni z danym
punktem po prawej stronie, mozna skorzystaé¢ z takiej obserwacji: jezeli punkt po prawej stro-
nie, dla ktérego aktualnie obliczamy liczbe punktéw z nim przyjaznych po lewej stronie, ma
wspolrzedne (z,y), oraz po stronie lewej istnieja punkty o wspélrzednych (z1,y1) i (z2,y2), ta-
kie ze y < yl,y < y2,yl < y2,22 < z1, to punkt o wspélrzednych (x2,y2) nie bedzie tworzyl
relacji przyjazni z punktem (x,y) ani zadnym innym prawym punktem polozonym ponizej (x, )
(moéwimy wtedy, ze punkt (x1,y1) przystania punkt (z2,y2). To prowadzi do tego, ze jezeli po-
sortujemy po wspoélrzednej z punkty lewe przyjazne z pewnym prawym punktem, to beda one
rowniez posortowane po wspéirzednej y. Pozwala nam to sformutowaé nastepujacy algorytm:

Bedziemy mieli pewna strukture, na ktérej bedziemy trzymali nieprzystoniete dotychczas
punkty z lewego zbioru. Przegladajmy wszystkie punkty w kolejnoéci malejacej wspdétrzednych
Y.

Jezeli aktualnie rozwazany punkt jest po lewej stronie, to oznacza, ze by¢ moze przystania
on pewne inne punkty po lewej stronie. Tak wiec nalezy usunaé wszystkie te punkty (jako ze
przegladamy punkty w porzadku malejacej wspélrzednej y, to aby pewien punkt byt przystoniety,
wystarczy, ze ma mniejsza wspolrzedna x). Po usunieciu przystonietych punktéw nalezy dodaé
aktualny do zbioru, poniewaz nie jest on jeszcze przystoniety.

Jezeli przy przegladaniu punktéw natrafimy na punkt z prawego zbioru, to bedziemy chcieli
policzy¢ z iloma punktami z lewego zbioru tworzy on relacje przyjazni. Korzystamy przy
tym z naszej struktury do trzymania punktow z lewej strony. Wystarczy sprawdzié, ile punktéw
w niej ma odpowiednia wspélrzedna y (policzyliSmy maksymalng wspélrzedna y, jaka moze mieé
punkt po lewej, a minimalna wspélrzedna bedzie po prostu wspélrzedna aktualnego punktu).

W powyzszym algorytmie brakuje opisu struktury do lewych punktéw. Wszystkie po-
trzebne operacje w szybkim czasie beda obstugiwane przez stos stworzony na STL-owym vectorze
(w c++). Otéz elementy na naszym stosie beda posortowane zaréwno po wspélrzednej z, jak i y,
wiec usuwanie oraz dodawanie elementéw bedzie mialo czas zamortyzowany stalty, a sprawdze-
nie, ile punktéw ma odpowiednig wspélrzedng y, mozna wykonaé za pomocg wyszukiwania
binarnego.

Tak wiec, w naszym algorytmie dziel i zwyciezaj ’scalanie’ wynikéw dla poléwek, ma zlozo-
noéé O(nlogn), co daje catkowity czas dzialania programu O(n(logn)?).
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Dziwna planeta

Problem zamaskowany w treéci zadania jest nastepujacy:
Mamy trzy liczby binarne A, B, C' (wszystkie o takiej samej dlugosci n) i naszym zadaniem jest
obliczenie, ile jest liczb binarnych X o dlugosci réwnej n, takich ze liczba bitéw ustawionych
na 1, liczb: AzorX, BxorX, CxorX jest sobie réwna (liczbe bitéw ustawionych na 1 dla XzorY
bedziemy nazywali odlegloscia miedzy X iY'). Operacja zor dla dwéch bitéw zwraca 1, gdy sa
rozne oraz 0 gdy sa takie same. Operacja xor dla dwéch liczb binarnych A i B zwraca liczbe
binarng C, taka ze i-ty bit C' jest xorem i-tego bitu A oraz i-tego bitu B. Tak wiec za warto$cé
i-tego bitu C odpowiadaja tylko i-ta wartosé A oraz i-ta warto$é B. Tak wiec liczby A, B oraz
C z wejécia mozna rozpatrywaé jako tréjki bitéw z pozycji od 1 do n. Mamy 2% = 8 mozliwych
tréjek bitdw:

Zliczmy teraz liczebnosé kazdej trojki.

ABC
1) 000
2) 001
3 010
4) 011
5) 100
6) 101
7) 110
8) 111
Przykladowo:
A = 001001
B = 100010
C = 110011
<0,0,0> wystepuje
<0,0,1> wystepuje
<0,1,1> wystepuje
<1,0,0> wystepuje
<1,0,1> wystepuje

Rozwigzanie wolne

N

raz (na 4 pozycji)
raz (na 2 pozycji)
razy (na 1 i 5 pozycji)
raz (na 3 pozycji)
raz (na 6 pozycji)

Mozemy teraz opisaé algorytm dzialajacy w ztozonoéci O(n®log P):
dla kazdej z 8 rodzajéw trdjek okreslamy na ilu pozycjach z danej trojki w liczbie X umieszczamy
0, a na ilu 1. Powiedzmy, ze liczebnos$é¢ kazdej tréjki wynosi L; oraz liczba bitéw, na ktérych
umieszczamy jedynke, wynosi dla kazdej trojki K;. Otrzymujemy teraz pewien X, dla ktorego
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tak naprawde nie wiemy dokladnie, na ktorej pozycji jest jaki bit, tylko wiemy dla kazdego
rodzaju trojek, ile jest jedynek, a ile zer na miejscach zawierajacych ta tréjke. Do wyniku
nalezy dodaé¢ wiec ((IL(ll) * (IL{%) * ..k (IL<88)) (majac L pozycji i chcac postawi¢ na K jedynki,
mozemy to zrobié¢ na ( IL<) sposob6w oraz przyznawanie pozycji dla kazdej trojki jest niezalezne).
Szybkie obliczanie symbolu Newtona opiszemy poéznie;j.

Rozwigzanie szybsze

Aby polepszy¢ powyzsze rozwiazanie nalezy dokonaé kilku obserwacji. Jedna z nich jest
to, ze tak naprawde tréjka <0,0,0> jest taka sama jak <1,1,1>, <0,0,1> taka sama jak <1,1,0>,
<0,1,0> taka sama jak <1,0,1>, <0,1,1> taka sama jak <1,0,0>. Mozna to tak traktowaé, po-
niewaz wybranie jedynki w np. <1,0,1> odpowiada wybraniu zera w <0,1,0> oraz na odwrdt:
wybranie zera w np. <1,0,1> odpowiada wybraniu jedynki w <0,1,0>. Przeksztalémy wigc
<1,1,1> w <0,0,0>, <1,1,0> w <0,0,1>, <1,0,1> w <0,1,0> oraz <0,1,1> w <1,0,0>. Ma-
jac teraz 4 rodzaje trojek, mozemy zastosowaé rozwiazanie takie jak dla 8 trdjek i uzyskamy
rozwiazanie O(n*log P).

Rozwigzanie wzorcowe

Kolejna obserwacja prowadzaca nas do rozwiazania wzorcowego jest to, ze niezaleznie od tego,
jaki bit wybierzemy dla pozycji zawierajacej trojki <0,0,0>, to nie zmieni to réznic miedzy
odlegtosciami pomiedzy Ai X, Bi X oraz C'i X. Tak wiec mozemy usunaé te trojke i koncowy
wynik przemnozy¢ przez 21, gdzie Ly jest liczba tréjek <0,0,0>.

Mozemy ponownie zastosowaé poczatkowy algorytm, uzyskujac ztozonoéé O(N?log P). Po-
patrzmy teraz na te trojki, ktére nam zostaty:

<0,0,1>
<0,1,0>
<1,0,0>

Zatézmy, ze kazdy bit X ustawiliSmy na 0, oraz ze liczebno$¢ powyzszych tréojek jest kolejno
Ly, Lo, Ls.

Oznacza to, ze odlegtosé A od X wynosi Ls, B od X wynosi Ly oraz C od X to L.
W ogélnym wypadku, jezeli K; jest liczba pozycji i-tej trojki, ustawionych na jeden, to odlegtosci
sa nastepujace:

odl A od X = L3 - K3 + K2 + K1
odl B od X = L2 - K2 + K3 + K1
odl C od X = L1 - K1 + K3 + K2

Dazymy do tego, aby te odlegloéci byly sobie réwne. Aby tak bylo, to nastepujace réwnanie
musi by¢ spelnione:

L3 - K3 + K2 + K1 = L2 - K2 + K3 + K1
L3 - K3 + K2 = L2 - K2 + K3

2 x K2 =12 - L3 + 2 * K3

K2 = (L2 - L3 + 2 * K3) / 2

Wiemy, ze Lo oraz L3 mamy ustalone, poniewaz sa to liczebnosci tréjek, natomiast liczby K3
nie mamy ustalonej. Oznacza to, ze jezeli ustalimy warto$é K3, to aby odlegloéci miedzy A i X
oraz B i X byly réwne, to K musi byé¢ réwne W Podobny wzér mozna wyznaczy¢
dla liczebnosci K wzgledem K3. Jezeli okaze sie, ze K1 badZz Ky sa niecalkowite, to oznacza
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to, ze wynikiem jest 0, gdyz bez wzgledu na warto$¢ Ks, Ky i Ko beda niecatkowite. Tak
wiec, wystarczy przejsé po kazdej mozliwej wartoéci K3, wg wzordw wyznaczy¢ wartos¢ K, oraz
K> i dodaé do wyniku wartosé ((IL<11) * (1%22) s (IL{:;’)) Otrzymujemy wiec algorytm o zlozonosci
O(N log P).

Pokazuje nam to réwniez, ze powyzszy algorytm o ztozonoéci O(N?log P) tak naprawde ma
zlozonosé O(N3+ N log P), poniewaz liczenie symbolu Newtona bedzie wykonywane co najwyzej
liniowo wiele razy.

Liczenie symbolu Newtona

Teraz opiszemy jak szybko policzy¢ symbol Newtona. Wg wzoru (%) = (N+'),*K, brutalne

liczenie silni byloby zbyt wolne, wiec na poczatku programu liczymy wszystkie wartosci M!
dla M = 0...M. Majac wyznaczone te wartosci, w policzeniu (%) przeszkadza nam dzielenie.
Musimy bowiem podzieli¢ jedna liczbe przez inna modulo liczba pierwsza P. Mozna to zrobié
korzystajac z tego, ze:

% =AxB™!

Tak wiec musimy teraz pomnozy¢ liczbe A z odwrotnoscia liczby B. Jak policzyé odwrot-
no$é¢? Mozna przy pomocy rozszerzonego Euklidesa (opisane w wykladzie z Teorii liczb). Inna
metoda jest skorzystanie z malego twierdzenie Fermata, ktére méwi, ze:
a?P~! =1 mod p dla dowolnego a oraz dla dowolnego p, ktére jest liczbg pierwsza.

Dzielac obustronnie przez a, otrzymujemy:

a2 =a"' modp

Tak wiec, aby otrzymaé odwrotnoéé a mod p, wystarczy policzyé¢ a?~2, a to mozna zrobié¢ ko-
rzystajac z szybkiego potegowania modularnego w ztozonosci O(log P).
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Opracowanie: Kupiec Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamigé: 64 MB Dzien 4, 23.09.2010

Kupiec

Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie wzorcowe opiera sie na programowaniu dynamicznym. W rozwiazaniu uko-
rzenmy najpierw drzewo w dowolnym wierzchotku vg. Niech v, to dowolny wierzchotek w drze-
wie. Dla kazdego wierzchotka chcemy znalezé¢é dwie ponizsze wartosci:

1. Wage jak najdrozszej Sciezki zaczynajacej sie i konczacej w poddrzewie v,,. Nazwijmy ja
wartoscia pierwszg dla vy,.

2. Wage jak najdrozszej Sciezki zaczynajacej sie w poddrzewie wyznaczanym przez vy, a kon-
czaca sie na v,,. Nazwijmy ja wartoscia drugg dla vy,.

Jesli vy, jest lisciem (wierzchotkiem bez synéw) to oczywistym jest, ze obie te wartosci to 0.
Przypusémy teraz, ze dla wszystkich synéw v,, znamy obie te wartosci. Przypudémy, ze vs to
dowolny syn v,,. Dla kazdego syna vs dodajmy do jego wartosci drugiej wage krawedzi taczacej
Uy, OTAZ Vs.

Wartos$é druga dla v, to maksimum z 0 oraz wartosci drugiej dla kazdego syna (juz po
dodaniu wagi krawedzi), gdyz warto$¢ druga to albo pusta $ciezka (o wadze 0), albo $ciezka,
ktora idzie z vy, przez ktéregos z jego synéw (dla ktérego mamy juz policzong optymalna wartosé
drugq).

Wartosé pierwsza dla v, to max z:

1. 0, bo by¢ moze nie istnieje wartos¢ dodatnia.

2. Wszystkich wartosci pierwszych dla kazdego v, gdyz by¢é moze Sciezka, dla ktérej waga jest
wartos¢ pierwsza, nie musi wcale przechodzi¢ przez v, i by¢ moze znalazta sie w ktéryms
Z jego synow.

3. Suma najdrozszej i drugiej najdrozszej z kolei wartosci drugiej dla dwoch réznych synow
vs. Jest to wersja, gdy najdrozsza Sciezka, zaczynajaca sie i konczaca sie w poddrzewie
vy, zawiera wierzchotek v,,. Wtedy od wierzchotka v,, musza odchodzi¢ dwie krawedzie
do dwoch réznych synéw. Chcemy, aby warto$é¢ pierwsza dla v, byla jak najwieksza,
wiec interesujg nas dwie najwieksze wartosci drugie jego synoéw.

Jedli znamy obie wartoéci dla kazdego wierzchotka, to wynikiem calego zadania bedzie wartoscé
pierwsza dla wierzchotka vy, czyli wierzchotka, w ktéorym ukorzeniliémy cale drzewo, co widaé
bez glebszego ttumaczenia.

Rozwigzanie bledne

Rozwigzaniem, ktore niektére osoby moga uznaé za prawidlowe, a ktére jest bledne, jest
algorytm, ktory stosuje sie przy szukaniu érednicy drzewa (wersja zadania, gdy wszystkie kra-
wedzie maja nieujemna wage). Algorytm w skrdcie polega na tym, ze z dowolnego wierzchotka
vy znajdujemy jak najdalszy wierzcholek v, (za pomoca przeszukiwania grafu wszerz). Wtedy
wynikiem bedzie odlegto$¢ od v, do jak najbardziej oddalonego od niego wierzchotka.
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Kontrprzyktad do powyzszego algorytmu: wezmy drzewo D takie, ze wszystkie krawedzie
maja dodatnie wagi. Stwérzmy nowy wierzchotek v,. Miedzy v, a dowolnym wierzchotkiem
D dodajmy krawedz o bardzo duzej ujemnej wartosci (wiekszej niz suma wszystkich krawedzi
D). Teraz, jesli ustalimy, ze wierzcholkiem poczatkowym w powyzszym algorytmie bedzie v,
to algorytm da btedna odpowiedz.
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Materialy wybuchowe

Wstep

Przyjmijmy takie oznaczenia jak w zadaniu, czyli n — liczba ciezaréwek, k — liczba materialéw
wybuchowych, y1, ..., yr — kolejne materiaty wybuchowe, z1, ..., z, — kolejne cigzaréwki.

Optymalnym zapakowaniem ciezarowki nazwiemy takie zapakowanie jej materiatami wybu-
chowymi, ze jest szczelnie zapakowana oraz uzyto jak najmniej materialéw wybuchowych.
Pierwsza rzecza, jaka nalezy zrobié, jest posortowanie kolejnych wielkosci materiatéw wybucho-
wych oraz usuniecie powtérzen. Zalézmy teraz, ze (y; < Yit+1).

Lemat.2. Nalesy zauwazyé, ze skoro yp? < x; (czyli Ze wielkosé kazdej ciezarowki jest wigk-
sza od kwadratu najwiekszego materiatu wybuchowego), to jesli kazda ciezaréwka zostala optymal-
nie zapakowana, to znajduje sie tam co najmniej jeden najwickszy material wybuchowy(czyli yy,).

DowoD.

(Niekonieczny do zrozumienia rozwiazania). Przypu$émy, ze ciezaréwka nie posiada w opty-
malnym zapakowaniu zadnego najwiekszego materialu wybuchowego wielkosci ;. Niech a; to
liczno$¢ materiatu wybuchowego y; w optymalnym zapakowaniu. Wiemy, ze aj * y1 + a2 * yo +
ot ap_1xyk — 1 = x;, 2; > yi>. Ponadto wiemy, ze y; < y;, dla i < k, zatem suma licznoéci tych
materiatéw z = a1 + as + ... + ax_1 < yx. WezZmy teraz ciag zbioréw materiatléw wybuchowych
Uy CcUyC...CU,_1 CU,, gdzie Uy = Uj—1 + {y;}, gdzie y; to dowolny material nalezacy do
optymalnego rozwiazania, a nienalezacy do U;_1. Ponadto U, to zbiér bedacy optymalnym zapa-
kowaniem. Czyli innymi stowy Uy, ..., U, to ciag kolejnych zawierajacych sie w sobie podzbioréw
optymalnego rozwigzania, takich, ze zaczynamy od zbioru mocy 1, a konczymy na zbiorze mocy
z. Zauwazmy teraz, ze je$li wezmiemy dla kazdego zbioru sume wielkoéci jego materiatéw wybu-
chowych modulo wielko$¢ najwigkszego materialu wybuchowego (yi), to z zasady szufladkowej
Dirichleta w ciagu Uy, ...,U, musza istnie¢ dwa takie zbiory U; oraz Uj, (i < j), ze suma ich
elementéw modulo y;, jest taka sama (bo z > y). Wtedy zbiér U;\U; ma sume elementow
modulo y;, réwng 0 oraz jest niepusty. Zauwazmy, ze zbiér U;\U; mozemy zastapi¢ zbiorem P
sktadajacym sie z samych materiatow wielkosci yg, takim ze suma wielkosci jego materiatow wy-
buchowych bedzie taka sama jak zbioru U;\Uj, jego licznos$é bedzie mniejsza, zatem dla naszego
rozwigzania istnieje rozwiazanie o mniejszej licznosci — zatem sprzecznosé. |

Rozwigzanie brutalne

Najprostsze rozwiazanie polega na tym, ze dla kazdej ciezarowki tworzymy tablice wielkosci
z; + 1 i za pomoca przeszukiwania wszerz szukamy jaka jest najtansza Sciezka idac od 0 do z;
za pomoca wszystkich materiatéw wybuchowych. Zrozumienie i zakodowanie takiego rozwigza-
nie nie powinno by¢ problemem.
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Rozwigzanie wzorcowe

Rozwigzanie wzorcowe jest ulepszeniem rozwiazania brutalnego. W tym rozwiazaniu zakta-
damy, ze ciezaréwka zawsze zostanie wypelniona pewng liczba materiatu y,. W rozwiazaniu
najpierw zakladamy, ze ciezaréwka z; jest wypelniona W = x;/y, materialami wybuchowymi.

Niestety prawie zawsze zostaje nam jakas reszta R = x; mod yi. Dla danej reszty mozemy
sprébowaé¢ BFSem (tak jak w sposobie brutalnym) wypekié ja materialami. Tak wypelniona
tablice nazwijmy 77. Nastepnie mozemy dodaé na poczatek tablicy yr komérek (pozostalte
zostawi¢ niezmienione), w nowa pierwsza komorke wstawi¢ wartosé —1 (bo o tyle wynik w
danej komorce bedzie sie réznil od W) i probowaé z tej komédrki puscié BFS itd. (tablice po
jednym odjeciu nazwijmy 75). Jesli bedziemy kolejno zabieraé yi, wtedy w komérce yi + ¢
bedzie minimum z wartosci, jesli dopetniliémy ¢ elementéw, zabraliSmy ;. i dopelilismy i, + ¢
elementéw, zabralidmy 2 * yi i dopelniliSmy 2 * y,, + ¢ itd., ale istnieje lepszy sposéb.

Teraz niech T3 to tablica T3, do ktorej dodaliémy na koniec y; komoérek i kontynuowalidmy
BFS, ktorego uzyliSmy przy generowaniu 77. Zauwazmy, ze w tablicy T ostatnie R komodrek
to minimum z i-tej komérki T oraz ¢ + yg-tej komérki T3 pomniejszonej o 1. Zauwazmy teraz,
ze interesuje nas tak naprawde tylko R ostatnich komérek tablicy 75, a w tablicy 75 posiadamy
wystarczajacg ilos¢ informacji, aby je obliczy¢. Zatem zastapmy pierwsze R komorek tablicy
T3 przez ostatnie R komorek T>. Teraz mozemy zabraé ostatnie R komoérek T3, gdyz juz one
nas nie interesuja. Zauwazmy, ze wystarczyloby, jesli od razu tablica T3 mialaby wielko$é
Yk, gdyz jesli przekroczylibysmy komorke yi, przypusémy, ze jesteSmy w komoérce yr + p, to
wystarczylo, by aktualny wynik pomniejszony o 1 wpisa¢ do komorki p. Zauwazmy, ze jezeli
w koméree nie zmieniamy wartosci (tzn. zostala warto$é sprzed przekroczenia yg, to nie warto
dalej puszczaé z niej BFSa). Jedli dalej bedziemy puszczaé BFS-a po takiej tablicy w opisany
wyzej sposbb, to znajda sie tam kolejno wartodci, jesli bySmy dodali na poczatek Ts 2%y i wpisali
—2 w pierwsza komoérke, 3xyy, i wpisali —3 w pierwsza komorke, itd., gdyz beda to wartosci, ktore
osiggniemy po kolejnych przekroczeniach komoérki yi. Zawsze mozemy odjaé y, od aktualnej
sumy klockéw, co udowodniliSmy wcezesniej. Interesuje nas R-ta juz wygenerowanej tablicy T;.
Warto powiedzieé, ze do generowania T3 lepiej uzy¢ algorytmu Dijkstry, gdyz uzywajac BFSa
bedziemy duzo czesciej poprawiaé¢ komoérki. Zauwazmy, ze mimo, iz wyszliémy z tablica T3
dla jednej ciezaréwki, to tablica ta moze nam postuzyé¢ przy generowaniu wyniku dla kolejnych
cigzar6wek. Wynik dla i-tej ciezaréwki to z;/yr + T3[x; mod yg].
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Dostepna pamie¢: 64 MB Dzien 5, 24.09.2010

Najdluzszy, wspdlny, rosnacy

Rozwigzanie wzorcowe

Niech A, tak jak w tresci, oznacza pierwszy, a B — drugi ciag liczb podanych na wejsciu.
Zdefiniujmy S[i][j] jako najdtuzszy rosnacy podciag ciagu A[l..i] oraz B[1..j], taki ze ostatnim
wyrazem tego podciagu jest B[j].

Bedziemy obliczaé kolejne wiersze tablicy S[i][j], poczawszy od i = 1 do n. Zauwazmy, ze
chcac obliczy¢ i-ty wiersz tabeli, mozemy poprawié¢ tylko takie komoérki S[i][j], gdzie A[i] =
B[j]. Woéwczas mozemy pewien wspdlny rosnacy podciag ciagdéw A[l..i — 1] oraz B[l..j — 1],
konczacy sie wartoscia k, k < A[i], wydtuzyé, dodajac na koniec liczbe A[i]. Zatem S[i][j] =
maxe(1 j—1],B[]<Al) 114 — 1][[] + 1. W przeciwnym wypadku, czyli gdy A[i] # B[j] przepisujemy
do komoérki S[i][j] wartosé S[i — 1][j]. Réwnolegle zapisujemy dla kazdej komérki, z jakiej innej
komérki wzieliSmy najlepsza warto$é, aby moéc na koncu odtworzyé rozwiazanie. Bedziemy
zatem dla kazdego i przebiega¢ po wartodciach j od 1 do m i na biezgco oblicza¢ maksymalng
sposrod wartosci S[i — 1][I] + 1 dla takich [, ktére spetniaja B[l] < A[i]. Oznaczmy te wartosé
jako X. Napotykajac na takie j, ze A[i] = B[j|, bedziemy zapisywaé¢ w komorce S[i][j] wartosé
X. Rozwiazaniem jest maksymalna wartos¢ z ostatniego wiersza tablicy, czyli spoéréd wartosci

Ponizej znajduje sie pseudokod rozwiazania. W tablicy P[i|[j] trzymamy wartosci potrzebne
do odtworzenia wyniku, czyli z ktérej komorki z poprzedniego wiersza wzieliémy wynik (inaczej,
do ktérej komérki w poprzednim wierszu musimy przejéé odtwarzajac wynik).

1|l for i:=1 to n do

2 best = 0

3 for j:=1 tom

4 if A[i] = B[j] then

5 S[i][j] := S[i—1][best] + 1

6 P[i][j] := Dbest

7 else

s STill5] = S[i-1]0j]

9 if B[j] < A[i] and S[i—1][j] > S[i—1][best] then
0 best = j

Rozwiazanie to ma zlozono$¢ czasowa i pamieciowa O(nm).
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Opracowanie: Bubu Autor opracowania: Robert Kozikowski

Dostepna pamieé: 64 MB Dzien 5, 24.09.2010

Bubu

Wazna obserwacja

Obserwacja, dzieki ktorej rozwigzanie zadania staje sie bardzo proste, jest to, ze optymalna
strategia dla straznikow jest taka, ze kazdy straznik idzie do Jaskini Bubu i czeka tam, az
do przybycia Bubu. Jest tak, gdyz jesli straznicy potrafia w jaki§ sposéb zablokowaé¢ droge
Bubu (stana¢ na drodze Bubu przed jego przybyciem), to moga réwnie dobrze szybciej dojsé
do Jaskini.

Przypus$émy, ze Bubu idzie najkrétsza $ciezka vy, vj_1, ..., v1 (gdzie vy to jaskinia Bubu) do Ja-
skini. Wtedy zaden straznik, je$li nie moze ztapa¢ Bubu w jaskini, to nie moze ztapa¢ Bubu
wezesniej. Jedli ktéry$ ze straznikéw moze zlapaé Bubu przed Jaskinia (w ktéryms z wierzchot-
kéw v, i < n), to wtedy, jesli bedzie dalej szedl ta sciezka to bedzie w jaskini wczesniej niz
Bubu.

Przypuéémy, ze Bubu nie bedzie szedl najkrotsza Sciezka. Jesli straznik ma dalej do Jaskini
niz Bubu, to Bubu, aby uciec danemu straznikowi, moze p6js¢ najkrétsza Sciezka. Jesli straznik
ma blizej do Jaskini, to moze ztapa¢ Bubu w Jaskini.

Rozwigzanie wzorcowe

W rozwiazaniu wzorcowym obliczamy dla kazdego wierzchotka v; najkrétsza Sciezke z wv;
do wierzchotka vy (jaskini Bubu). Wykorzystujemy do tego algorytm Dijkstry z wierzchotkiem
startowym vy (gdyz najkrotsza Sciezka z v; do v1 ma taka sama dlugosé, jak $ciezka z vy do vy,
bo graf jest nieskierowany). Jesli ktéry$ straznik stoi na wierzchotku blizej Jaskinii niz Bubu,
to odpowiedzig jest -1, w przeciwnym wypadku odlegtos¢ Bubu od Jaskini.
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Opracowanie: Myszka Autor opracowania: Adrian Jaskétka

Dostepna pamigé: 64 MB Dzien 5, 24.09.2010

Myszka

Wstep

W tresci mamy myszke, labirynt z pokojami i korytarzami, serek w pokojach, szerokosci
korytarzy oraz pytanie o maksymalna wage myszki, tak aby udalo sie jej wydostac z labiryntu.
Nie jest jakim$ trudnym spostrzezeniem, ze mamy tutaj graf nieskierowany z wagami w wierz-
chotkach oraz krawedziach. Tak wiec przy omawianiu rozwigzania tego zadania bedziemy sie
postugiwali terminami znanymi z teorii graféw. Bedziemy réwniez naprzemiennie uzywali okre-
$lenia waga myszki oraz grubo$é myszki.

Rozwiazanie o zlozonosci O(mlogmlogc)

Postawmy nieco inny problem niz w tresci zadania: znajac poczatkowa mase myszki nalezy
odpowiedzie¢ na pytanie, czy myszka moze doj$é¢ do konca labiryntu. Jezeli potrafilibyémy od-
powiedzie¢ na to pytanie, to mogliby$my prosto odpowiedzie¢ na pytanie z tresci, wykorzystujac
wyszukiwanie binarne.

Dosy¢ jasne jest, ze dla myszki lepiej by¢ chudsza niz grubsza przy wchodzeniu do jakiegos$
pokoju. Obliczmy wiec dla kazdego pokoju, jaka najnizsza wage moze mie¢ myszka przy wcho-
dzeniu do niego. Jasne jest, ze dla pokoju startowego bedzie to po prostu waga myszki. A jak
obliczyé¢ to dla reszty? Mozna wykorzystac¢ tu algorytm Dijkstry. Jezeli wiemy, ze mozemy dojsé
do jakiego$ wierzchotka v majac wage x, to wiemy, ze opuscimy go majac wage =+ ser|[v]. Nalezy
teraz sprawdzi¢ wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka v i sprawdzié, czy x + ser[v] nie
przekracza jej szerokosci. Jezeli nie, to oznacza ze myszka moze przej$é ta krawedzig i nalezy
zaktualizowaé wartos¢ dla wierzchotka po drugiej stronie krawedzi. Jezeli algorytm Dijkstry
dojdzie kiedys do wierzchotka, w ktéorym znajduje sie¢ wyjscie, to oznacza ze poczatkowa waga
myszki pozwala jej na dojécie do konca. Powyzsze rozwiazanie ma ztozonosé O(M log M log C')
(zlozonosé Dijkstry pomnozona przez liczbe jej wywolan w wyszukiwaniu binarnym).

Rozwigzanie wzorcowe o zlozonosci O(m logm)

W powyzszym rozwigzaniu szukaliSmy binarnie po wyniku i puszczaliSémy algorytm Dijkstry,
ktéry miat odpowiedzie¢ na pytanie o najmniejszg wage myszki, z jaka moze ona wejs¢ do kazdego
wierzchotka.

Podejdzmy do problemu zupelnie odwrotnie: znajdZzmy dla kazdego wierzchotka maksy-
malng wage myszki, taka, ze majac taka wage i zaczynajac z danego wierzchotka, jest w stanie
doj$¢ do wyjscia labiryntu. Oznaczmy to przez Wv]. Tu tez puscimy zmodyfikowany w pewien
sposéb algorytm Dijkstry, jednak na kolejce priorytetowej, ktora zwraca najwiekszy element.
Otoz wiemy, ze nasza szukana wartos¢ dla wierzchotka koncowego jest réwna INF. Dla reszty
ustalmy to jako -INF. Wrzuémy wierzchotek koncowy z wartoscig INF do kolejki prioryteto-
wej, a nastepnie, jak to w algorytmie Dijkstry, rébmy co$§ dopdki co$ jest w kolejce. Bedziemy
pobierali dotychczas nieprzetworzony wierzchotek o najwiekszej wartosci Wv] i teraz musimy
zrelaksowaé wszystkie wierzchotki z nim sasiadujace. Jezeli wzieliSmy wierzcholek v i relaksu-
jemy krawedz v—u o szerokosSci ¢ oraz mamy s sera w wierzchotku u, to relaksujemy nastepujaco:
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Wu] = max(Wu], min(Wv] — s, ¢ — s)).

Watpliwosé moze rodzi¢ min(Wv] — s,c — s). Czemu jest to maksymalna waga myszki za-
czynajacej w u, ktora idzie przez krawedz u — v oraz dochodzi do konica? Po pierwsze, myszka
musi si¢ przecisnaé¢ przez krawedz u — v, czyli musi mie¢ maksymalnie grubo$¢ ¢ — s. Po prze-
dostaniu sie przez krawedz v — v musi rowniez dojs¢ do konca, a to jej zapewnia fakt, ze jest nie
grubsza niz Wv] w wierzcholku v, czyli nie grubsza niz Wv] — s w wierzchotku u. Tak wiec,
po wykonaniu tego algorytmu, wynik zadania bedzie si¢ znajdowal w Wstart].

Rozwigzanie to ma taka sama zlozonos$¢ co algorytm Dijkstry, czyli O(M log M).
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Wyklady

10.1 Teoria liczb 11

Wyktad: Teoria liczb II Autor wyktadu: Lukasz Jocz

10.1.1 Rozszerzony algorytm Euklidesa

Na poczatku zajmiemy sie rozwiazywaniem réownan ax + by = d, gdzie d = nwd(a,b). Takie
réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach caltkowitych x,y. Nasz algorytm bedzie
opieral si¢ na tym, ze jak mamy obliczone liczby x,, yp, 74, Y4, takie ze p = a * x, + b * y, oraz
q = a*xy+ bxy, to mozemy latwo obliczy¢ takie liczby x,y, ze (pmod q) = axz +bx*y.

W wyznaczeniu liczb z, y bardzo pomocna bedzie nastepujaca tozsamosé (p mod ¢) = p— L%J q.

Bierze sie to stad, ze liczbe (p mod g) mozna obliczyé¢, odejmujac od liczby p liczbe ¢, do-
poéki liczba ta jest wieksza od 0. Liczba L%J oznacza, ile razy musimy odja¢ q. Podstawia-

jac za liczby p i ¢ odpowiednio a * x, + b * y, oraz a * x4 + b * y,, otrzymujemy (p mod q)
=D EJ q = zpa + ypb — L%J Lql — EJ ygb = alzp — L%J Tq) + b(yp — L%J Yq). Zatem

T =T — %J T, Y = Yp — g yg. Algorytm Euklidesa opiera si¢ na tozsamosci nwd(p,q) =

nwd(q,p mod ¢). Wielokrotnie wywolujemy algorytm rekurencyjnie, dopéki obie liczby p i
q sa wieksze od 0. Wywotujac algorytm rekurencyjnie, caly czas zachowane sg wlasnoéci
p = axp + byp, ¢ = axy + by,. Mozemy to zachowac dzieki zastosowaniu wyzej wyprowadzonych
wzoréow na x i y dla p mod q. W pierwszym wywotaniu algorytmu p = a,q = b. Zauwazmy, ze
liczby x, = 1,y, = 0 spelniaja réwnanie p = a * x, + b * y,. Natomiast liczby z, = 0,y, = 1
spelniajg réwnanie ¢ = a * x4 + b * y,. Algorytm si¢ konczy, kiedy ¢ jest réwne zero, wéwczas
p = nwd(a, b) i liczby x), oraz y, sa naszym rozwiazaniem. Podsumujmy, jak beda zmienialy sie
argumenty przy wywolywaniu rekurencyjnym.

D q Ty Yp Tq Yq

/ /o / P I o
= q|%a | Yg=Yp

P=q|d =pmodq | z,=24|y,=yg| vg=1p— Yq

ESEiS]

Wartosé g zostaje ,przepisana” jako nowe p, wedlug wlasnosci nwd(p, ¢) = nwd(q,p mod q).
W zwiazku z tym, przepisane zostaja réwniez liczby x4 i y,.
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Zobaczmy na przykladzie jak bedzie wygladat algorytm dla a = 11,b=7.

p q
p=1,y,=0 g =0,y,=1
p=11 q=
=0,y =1 Tg=1y,=-1
p=7 q=
rp=1Lyp=-1]| 2g=-1,y,=2
p=4 q=
Tp=—1y=2| 2g=2,y,= -3
p=3 q=
Tp=2,yp=-3 | x3=-7,y,=11
p=1 q=

10.1.2 Rozwigzywanie liniowego réwnania diofantycznego

W tej czedci zajmiemy si¢ rozwiazywaniem rownan postaci ax + by = ¢, dla dowolnego c. Row-
nanie takie ma 0 lub nieskonczenie wiele rozwiazan. Zalezy nam na znalezieniu dowolnego
malego rozwiazania, takiego rownania lub stwierdzenia, ze takie rozwiazanie nie istnieje. Niech

d = nwd(a,b).
Lemat.3. Rdwnanie ax + by = ¢ ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, kiedy d|c.

Dlaczego? Jezeli ¢ nie jest podzielne przez d, to ax + by jest podzielne przez d, a c nie.
Roéwnanie takie nie moze wiec mie¢ rozwiazan.

Jezeli d|c to z rozszerzonego algorytmu Euklidesa mozemy otrzymaé liczby x1,y1, takie ze
d = axy 4 by;. Mnozac stronami przez §, otrzymujemy ¢ = a®¢ 4 b, Zatem istnieje
rozwiazanie rownania.

Jednak takie rozwiazanie nas nie satysfakcjonuje, gdyz otrzymane wartosci x i y moga by¢
kwadratowo duze ze wzgledu na liczby a,b,c. Algorytm, ktéry tutaj zastosujemy, bedzie nie-
znaczng modyfikacja wyzej podanego, rozszerzonego algorytmu Euklidesa. Zauwazmy, ze majac
rozwigza¢ réwnanie ax + by = n oraz majac dane liczby z4,vy,, takie ze ¢ = azq + by,, mo-
zemy uprosci¢ réwnanie ax + by = n, odejmujac od niego, najwicksza wielokrotnosé réwnania
q = axq + byy. Niech k bedzie najwieksza taka liczba, ze kg < n. Zatem k = L%J Wowczas
rownanie, ktére mamy rozwiazaé, upraszcza si¢ do postaci ax+by = n—kq. Jezeli rozwigzemy to
rownanie i dodamy do niego stronami kax, + kby, = kq, otrzymamy rozwigzanie poczatkowego
réwnania. W ten sposob bedziemy zmniejszaé¢ n, dopdoki n > 0. Przyjrzyjmy sie temu na przy-
ktadzie. Niech a = 11,b = 7,¢ = 24. Réwnanie ma wiec posta¢ 11x + 7y = 24. W pierwszym
wywolaniu zachodzi p=a, ¢ =b, n =c.

P q n Najwieksze k, takie, ze kg < n
xp:pl:,gipl:() xq:qo,:ygzl n=24| k=3kg=2l,x =kxy=0,y=ky, =3
xp:p0,:y;,:1 qu;,:z/q4:—1 n=3 | k=0,kqg=0,2=kr,=0,y =ky, =0
$p:;’jp4:_1 xqzq—iquQ n=3 |k=1kq=3,xc=kxy=—1,y=ky,=2
xp—;igp—2 UUq—z,:yql——3 n=0 | k=0,kg=0,2=kxy=0,y=Fky, =0

Nowe n jest réwne staremu n, pomniejszonemu o kq. Algorytm konczymy, gdy n = 0.
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Dzigki takiemu postepowaniu, po zsumowaniu wartosci x i y z ostatniej kolumny, otrzymamy
rozwigzanie z = -1,y = 5.
10.1.3 Zliczanie punktéw kratowych
Punktem kratowym nazywaé¢ bedziemy punkt, ktéry ma obie wspdirzedne catkowite.
W tej czesci wyktadu zajmiemy sie zliczaniem punktéw kratowych w obszarze ograniczonym

prostymi y = 7x, 7 = n oraz osiag OX. Przy czym nie bedziemy zlicza¢ punktéw, ktére leza na
osi OX.

-6 -5 -4 -3 -2 — 8 9 10 11 12 13 14

Najprostszym algorytmem jest przebieganie po wszystkich wartosciach ¢ z przedzialu [0, n]
i dla kazdego i zliczanie, ile jest punktéw kratowych miedzy prosta y = ¢z, a osia OX, w kto-
rych pierwsza wspélrzedna wynosi ¢. Zgodnie z tym pomystem, poszukiwang liczbe punktéw
kratowych mozemy przedstawié¢ jako:
n .
ai
bk 10.1
>|5] (1.

i=0
akie rozwiazanie dziala w zlozonosci O(n) i nas nie satysfakcjonuje.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze liczby a i b sa wzglednie pierwsze. Jezeli
tak nie jest, to mozemy obie podzieli¢ przez ich najwiekszy wspolny dzielnik i wtedy juz beda
wzglednie pierwsze. Nasz pomyst rozwiazania tego zadania bedzie opierat sie na rekurencyjnym
sprowadzaniu problemu z (a,b,n), do mniejszych podprobleméw. Rozpatrzymy 3 przypadki.

Przypadek n > b

W przypadku pierwszym zakladamy, ze n > b.

Wéwcezas, niech k bedzie najwigksza taka liczba, dla ktérej bk < n, a r bedzie reszta z dziele-
nia n przez b. Inaczej mdéwiac, niech kb najwieksza wielokrotnoécia liczby b, mniejsza lub réwna
n, a r bedzie réwne n — kb. Zauwazmy, ze punkt (kb, ka) lezy na prostej y = ¢ i ma obie wspél-
rzedne catkowite. Niech n = kb + r. Liczbe punktéw kratowych w tréjkacie AABF mozemy
szybko policzy¢ w nastepujacy sposéb. Wiemy, ze w prostokacie ABFG jest (ka+ 1) - (kb+ 1)
punktow kratowych. Na przekatnej lezy k£ 4+ 1 punktéw. Bierze to sie stad, ze a i b sa wazgled-
nie pierwsze, w zwiazku z tym pierwszym punktem kratowym réznym od (0,0) jest (b,a), a
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wszystkie pozostale punkty maja postaé (Ib,la). Zatem liczba punktéw kratowych w tréjka-
cie AABF, to (ka+1)(kb;1)+(k+1)'

(ka+1)(kb+1)+(k+1)
2

Przy czym nie liczymy punktéw na osi OX, wiec zostaje

— (kb+ 1) punktéw. Liczba punktéw w prostokacie BC'DF' to prosty iloczyn,
jednak nalezy zwroécié¢ uwage, aby nie policzy¢ punktéw na odcinku BF', bo te juz policzylismy,
zliczajac punkty dla tréjkata ABF. Pozostal tréjkat FDE, dla ktérego wywolamy algorytm
rekurencyjnie. W ten sposéb problem dla (n, a, b) sprowadziliémy do problemu dla (r, a, b), czyli

(n mod b, a,b).
8 /
E
7
G F D
5
4
3 ka
2
1
kb “B " L 2 C
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
—1

Przypadek n < b oraz a > b

Ten przypadek najtatwiej bedzie rozwiazaé¢ algebraicznie. Przyjmijmy a = kb + r, czyli r =
(a mod b). Przeksztalcimy troche sume (1).

" | ai " | (kb + )i " | kbi i ri DL | i

N e X YO N ENON

=0 =0 =0 =0 1=0 =0
(10.2)

Przy trzecim przeksztalceniu kv mozemy wyciagnaé¢ przed podloge, poniewaz jest to liczba cal-

kowita.

Suma )" i to suma liczb od 0 do n i jest réwna n(";rl).

Zauwazmy, ze suma y . L J jest suma takiej samej postaci, jak ta, ktéra mieliSmy policzy¢,

tylko ze zmniejszonym argumentem a. Udalo nam sie zatem sprowadzi¢ problem dla (n,a,b)

do problemu z (n,r,b), czyli (n,a mod b, b).
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Przypadek n < b oraz a <b

Ten przypadek jest najprostszy ze wszystkich trzech, wiec zostawiliSmy go na koniec.

=2}

Punkt B ma wspélrzedne (n,0). Dlugosé odcinka BE jest réwna wartosci funkcji w punk-
cie n. Zatem |BE| = %¢. Punkt C' ma wspélrzedne (n, |%¢|). Zauwazmy, ze liczba punk-
tow kratowych w tréjkacie ABE jest taka sama jak liczba punktéow kratowych w czworokacie
ABCF (wewnatrz trojkata CEF nie moze byé zadnego punktu kratowego, gdyz w przedziale
(|™], %) nie ma zadnej liczby calkowitej. Zatem liczbe punktéw kratowych w tréjkacie ABE
mozna przedstawié jako réznice liczby punktéow kratowych w prostokacie ABCD i tréjkacie
AFD. Liczbe punktéw kratowych w prostokacie ABC D mozemy latwo policzyé, stosujac me-
tode podang w punkcie 3.2. Zauwazmy, ze po odbiciu tréjkata AFD wzgledem prostej y = x
otrzymamy problem z zadania tylko dla zmienionych danych (L%J ,b,a). Zwr6émy uwage na

to, ze w wyniku tej operacji zamienity sie wartosci b i a oraz zmniejszylta sie wartosé n.

Podsumowanie

Zauwazmy, ze nigdy 2 razy pod rzad nie wystapi przypadek 3, poniewaz po sprowadzeniu przy-
padku 3 do mniejszych danych bedzie zachodzito a > b. Ponadto, w wyniku kazdego sprowa-
dzenia, zadna wartosé sie nie zwieksza. Zauwazmy, ze w przypadku kazdych dwéch kolejnych
wywolan funkcji, co najmniej jedna z liczb a,b,n zmniejszy sie co najmniej o polowe. Algo-
rytm wykonujemy dopdki kazda z tych liczb jest dodatnia. Zatem liczba krokéw algorytmu jest
logarytmiczna w stosunku do danych liczb a, b, n.

10.1.4 Zadanie Trzesienie Ziemi

W tym roku, na obozie ONTAK pojawito si¢ zadanie Trzesienie Ziemi o nastepujacej tresci.

Zadanie. Dla danych liczb A, B,C (A, B < 10°,C < min(A, B) * 10°) obliczyé liczbe punktéw
kratowych ograniczonych osiami uktadu wspotrzednych oraz prostg Ax + By = C.

Gdyby punkt przeciecia prostej Az + By = C' oraz osi X—6w mial wspélrzedne catkowite,
to mogilbysmy bezposrednio policzy¢ liczbe punktéw kratowych w tréjkacie za pomoca metody
podanej w punkcie 3. W wigkszoéci przypadkow tak jednak nie jest.

Zauwazmy, ze prosta Az+ By = C mozemy interpretowaé jako liniowe réwnanie diofantyczne,
ktorego rozwiazaniami sg punkty kratowe lezacej na tej prostej. Jezeli zatem nwd(A, B) nie
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dzieli C' to na prostej nie lezy zaden punkt kratowy. Niech C’ bedzie najwigkszg wielokrotnoscig
nwd(A, B), mniejsza od C. Proste Az + By = C, oraz Ax + By = C’' sa réwnolegle oraz
w obszarsze pomiedy tymi prostymi nie leza zadne punkty kratowe. Dlaczego? Gdyby pomiedzy
prostymi Az + By = C i Ax + By = (' lezal jaki$ punkt kratowy, to w szczegdlnosci lezalby
na pewnej prostej Az + By = D, réwnoleglej do prostej Az + By = C. Wéwcezas D > C’ oraz
D < C, wiec nwd(A, B) nie dzieli D. Zatem na prostej Ax+ By = D nie moze leze¢ zaden punkt
kratowy. Uzyskana sprzeczno$é dowodzi, ze pomiedzy prostymi Az + By = C i Az + By = C’
nie lezy zaden punkt kratowy.
W przykladzie na rysunku mamy A =5, B =10,C =8,C’ =5.

1

S5+ 10y =8
5z +10y =5

Poniewaz pomiedzy prostymi Az + By = C oraz Az + By = C’ nie lezy zaden punkt kratowy,
wiec rozwiazanie dla tych dwdch prostych jest takie samo. Bedziemy zatem szukaé rozwigzania
dla prostej Az + By = C’. Poniewaz nwd(A, B)|C’, to mozemy za pomoca algorytmu z punktu
2 znalez¢ dowolny punkt kratowy lezacy na tej prostej. Niech punkt ten ma wspélrzedne (z,y).
Punkt (z+ B,y— A), réwniez lezy na tej prostej. Ogélniej, na prostej lezy punkt (z+kB,y—kA)
dla kazdego k. Mozemy tatwo znalezé odpowiednio duze k, dla ktérego y — kA < 0. W ten
sposéb otrzymujemy punkt F. Zauwazmy, ze liczbe punktéw kratowych w trojkacie H LG
mozemy policzyé, obliczajac liczbe punktéw kratowych w trdjkacie EF'G i odejmujac ich liczbe
w prostokacie EKL'H i tréjkacie K'FL. Liczbe punktéw kratowych w prostokacie, to (|L' K|+
1)« (|JEK| + 1). Liczbe punktéw katowych w tréjkacie EFG obliczamy algorytmem z punktu
3dlan = |EF|,a = A,b = B. Podobnie, liczbe punktéw w tréjkacie K'FL mozemy policzy¢
algorytmem z punktu 3, dla n = |[LK'|,a = B,b = A. Zauwazmy, ze w tym przypadku, musimy
tak jakby obrécié ten trojkat, aby odcinek |LK’| byl w podstawie. Robimy to dlatego, ze dlugosé
odcinka |FK'| moze nie byé¢ calkowita. W ten sposéb otrzymujemy ostateczne rozwiazanie.

6z + 8y = 38

7 6 -5 —4 -3 —2 _1 1 2 3 4 570 8 9 10 11 12

-2 E K K
-3
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