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1 Wstep

Zlozono$é czasowa to jeden z najwazniejszych parametréw charakteryzujacych algorytm. Decyduje on o efek-
tywnosci catego programu.

2 Czym jest zlozonosé

Definicja.1. Zlozono$¢ czasowa programu jest to maksymalna liczba operacji, jakie moze wykonac program
w zaleznosci od wezytanych danych.

Badajac zlozono$¢ zawsze wybieramy operacje dominujgcg — czyli taka, ktora bedzie wykonywaé sie naj-
wiecej razy w zaleznoéci od wezytanej wartosci n.
Spoéjrzmy na przyklad:

1. wynik := 0

2. cin >> n

3. for i := 1 to n do

4 wynik := wynik + i
5. cout << wynik

Znajdzmy operacje dominujaca — jest to z pewnoscia operacja w linijce 4.:
4. wynik := wynik + 1

Zauwazmy, ze wykona sie ona n razy. I juz mamy policzona zlozonoéé czasowa. Wynosi ona O(n) i nazywamy
ja liniowq ztozonoscia.

Jesli linijka 3. wygladataby nastepujaco:
3. for i := 1 to 20*n do

to liczba operacji wynosi 20n, jednak wszystkie stale pomijamy i ztozono$¢ pozostaje liniowa. Powiemy wiec, ze
algorytm ktory wykonuje kn operacji, gdzie k jest stala (np. %, 20, 100) i algorytm ktéry wykonuje n operacji
maja taka sama ztozonosé czasowq.

Tak wiec analizujac program bedziemy badaé jaka jest najwieksza liczba operacji, ktore moze on wykonaé
przy okreslonym rozmiarze danych. Czesto bedziemy wyszukiwaé specjalne, ,ztosliwe” przyklady danych, na
ktérych dany program bedzie dzialal diugo. Czemu tak nalezy robi¢? Po pierwsze dzigki temu wiemy, ze
program bedzie dzialal nie wolniej niz ..., a jak sie skonczy szybciej, to tylko niespodzianka na plus. Po drugie
za$, okazuje si¢ ze pesymistyczne ograniczenie bardzo czesto jest osiagane — na przyktad wiekszosé algorytmoéw
wyszukiwania elementu w zbiorze dziata najdtuzej, gdy szukanego elementu nie ma, co jest w praktyce bardzo
czeste.



3 Przyklady réznych zlozonosci

3.1 Zlozonos$é stala

1. cin >> n
2. cout << n * n

Program wykona zawsze stalg liczbe operacji nie zaleznie od wartosci n. Ztozonosé jest wiec stala i zapisujemy
ja jako O(1).

3.2 Zlozonosé logarytmiczna

1. cin >> n

2. wynik := 0

3. while (n > 1) do

4. n:=n/2

5. wynik := wynik + 1;
6. cout << wynik

W linijce 4. warto$¢ n jest w kazdym obrocie petli zmniejszane o polowe. Liczbe takich operacji oblicza sie
uzywajac logarytmoéw. Jesli n = 2% to log(n) = z. Latwo wigc zauwazy¢, ze zlozono$é tego rozwiazania wynosié
bedzie O(log(n)), a nazywaé bedziemy ja zlozonoscia logarytmiczng.

3.3 Zlozonosé liniowa

1. cin > n

2. for i := 1 to n do
3. cin >> x

4 if x = 0 then
5 break

Zauwazmy, ze jesli pierwsza wezytang liczba x bytoby 0 to progam od razu by sie zakonczyl, my jednak szukamy
zlosliwych przypadkéw — bedzie to taki, w ktorym x rowny 0 nigdy nie wystepuje. Ztozono$¢ jest wiec liniowa,
czyli O(n).

3.4 Zltozonosé liniowo-logarytmiczna

1. cin >>n

2. for i :=1 ton do

3 cin >> p // p z przedziatu od 1 do n
4. while (p < n)

5 p :=p * 2

6 cout << p

Znoéw znajdzmy ,ztosliwy” przypadek. Bedzie on wtedy, gdy p = 1. Wéwcezas w kazdym obrocie petli z linijki 2.
instrukcja w linijee 5. wykonywaé sie bedzie log(n) razy. Stad cala zlozono$é wynosi O(n xlog(n)) i nazywamy
ja lintowo-logarytmiczng.

3.5 Zlozonosé kwadratowa

1. suma_i := suma_j := 0

2. cin >>n

3. for i :=1 to n do

4. for j := i to n do

5. suma_i := suma_i + i
6. suma_j := suma_j + j
7. cout << suma_i + suma_j

Zauwazmy, ze operacja w linijce 5. bedzie wykonywana nie rzadziej niz operacja w kazdej innej linijce. Policzmy
liczbe wykonan tej operacji.

Petla w linijce 4. bedzie sie wykonywalta n, n — 1, n — 2, ... 1 razy. Po zsumowaniu liczba operacji wynosi¢
bedzie % = % * (n? +n) < n?, wiec ztozonoéé wynosi O(n?) i nazywamy ja kwadratowg.



3.6 Zlozonos$¢ wyktadnicza

1. cin >>n

2. p:=1

3. for i :=1 ton

4. p :=p * 2

5. for i :=1 top

6 wynik := wynik + i
7. cout << wynik

Ile operacji wykona powyzszy kod. Petla w linijce 3. obréci sie n razy jednak petla w linijce 6. obréci sie p = 2™
razy. Wybieramy operacje dominujaca, wiec ztozonosé wynosi¢ bedzie O(2"), ktéra nazywana jest zlozonoscia
wyktadniczq. Zlozonosciami wyktadniczymi sa réwniez O(3™), O(10™), a takze O(n!).

3.7 Wiele zmiennych

Nie zawsze zlozono$é¢ musi zaleze¢ od jednej zmiennej:

1. cin > n

2. cin >> m

3. for i := 1 to n do
4. cout << i

5. for j := 1 tom do
6. cout << j

Zauwazmy, ze czas dzialania programu zalezy od obu wartoéci n i m, w zwiazku z tym zlozono$é wynosi
O(n 4+ m). Méwimy, ze zlozonos¢ jest liniowa wzgledem n i m.

Spéjrzmy na inny przyktad:

1. cin >> n

2. cin >> m

3. if n > m then

4. for i := 1 to n do
5. cout << i

6. else

7. for j := 1 to m do
8. cout << j

Ztozonosé zalezy od wartosci wigkszej z liczb n i m. Wynosi wigc ona O(maz(n, m)).

I jeszcze jeden:

1. cin >>n

2. cin > m

3. wynik := 0

4. for i := 1 to n do

5 for j := 1 tom do

6 wynik := wynik + i * j
7

. cout << wynik

Ztozono$¢ zalezy od obu wartosci n i m. W kazym z n obrotéw petli w linii 3. wykonuje sie petla z linii 4.
obracajaca m razy. Stad zlozono$c wynosi O(n x m).



4 Czy program ma wystraczajaca ztozonosé

Podczas pisania programu, zawsze warto zastanowié sie czy istnieje rozwiazanie o lepszej ztozonosci czasowe;j.
Chyba, ze limity wyraznie wskazuja, ze wymyslone rozwiazanie, cho¢ moze nieoptymalne zostanie w petni
zaakceptowane.

Poréwnajmy 3 programy obliczajace doktadnie to samo:

4.1 Program A

1. cin >> n

2. for i := 1 to n do

3. for j :=1 to i do

4 wynik := wynik + 1
5. cout << wynik

Zlozonosé: O(n?)

4.2 Program B

1. cin >>n

2. for i := 1 ton do

3. wynik := wynik + i
4. cout << wynik

Zlozonosé: O(n)

4.3 Program C

1. cin >> n
2. wynik :=n x (n + 1) / 2
3. cout << wynik

Ztozonosé: O(1)

Chcieliby$my stwierdzi¢ ktory program bedzie akceptowalny w czasie zawoddéw. Obecnie mozna przyjacé, ze
aby program byl akceptowalny w pelni przez sprawdzarke to moze wykonywaé okolto 10® operacji — tyle ope-
racji jest wykonywane przez mniej wiecej 1 sekunde.

Jesli mamy zadeklarowane, ze 1 < n < 10* to wszystkie programy A, B, C powinny by¢ zaakceptowane
przez sprawdzarke.

Jesli 1 < n < 10° to Program A wykona okolo 10'2 operacji co niestety wywola przekroczenie limiu czasu
— natomiast program B i C' powinien zostaé¢ zaakcpetowany.

Jedli 1 < n < 10'° to tylko program C moze zostaé zaakceptowany.

Warto zwréci¢ uwage, ze wezytywanie i wypisywanie danych jest szczegdlnie wolne. Wezytanie lub wypisanie
wiecej niz 10° liczb moze wykonywaé si¢ ponad 1 sekunde (w zadaniach raczej nie zdarza si¢ aby potrzebne
bylo wezytanie istotnie wielu liczb)

4.4 Podsumowanie

1. Jesli n < 105 to probujmy pisaé programy o maksymalnej ztozonoéci O(n) lub O(n x log(n)).
2. Jedli n < 10* to prébujmy pisaé programy o maksymalnej ztozonoéci O(n?)
<

3. Jedli n < 500 to probujmy pisaé programy o maksymalnej ztozonoéci O(n?3)

Oczywidcie nie sa to $ciste limity, cho¢ z pewnoscig przyblizone. Czesto zalezg one od konkretnego zadania.
Na pewno jesli stwierdzimy, ze program wykonuje duzo ponad 10% operacji to powinni$my sie zastanowi¢ czy
nie istnieje szybsze rozwiazanie naszego problemu.



